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HAUPTAUFSÄTZE 


Über die Formänderung sehr dünner kreisförmiger Platten 


und zylindrischer Schalen unter konstantem Innendruck. 
Von THEODOR PÖSCHL in Prag. 


ei der Bearbeitung der demnächst erscheinenden zweiten Auflage der zuerst i. J. 1913 
(gemeinsam mit v. Terzaghi) herausgegebenen Sonderschrift: »Bereehnung von Be- 
hältern nach neueren analytischen und graphischen Methoden« habe ich eine Glie- 

derung der versehiedenen Berechnungsweisen der Behälter nach den vorherrschenden 
Eigenschaften angestrebt. Dabei haben sich insbesondere für sehr dünne Platten und 


- 


Schalen — das sind solche mit großen Durchbiegungen im Verhältnis zur Schalendicke 
und vernachlässigbarer Biegungsfestigkeit — nicht unerhebliche Vereinfachungen der 


Darstellung und der üblichen Berechnungsweise ergeben, die hier im Zusammenhange 
mitgeteilt werden sollen. Solche Vereinfachungen ergeben sich zunächst für die Berech- 
nung der sehr dünnen kreisförmigen Platten (Häute), die zuerst von H. Hencky') 
gegeben wurde, dessen Darstellung nahezu unverändert in die gebräuchlichen Lehrbücher 
(insb. A. und L. Föppl) übergangen ist. Auch die Berechnung der Formänderung und 
Spannungsverteilung in sehr dünnen zylindrischen Schalen läßt sich in ähnlicher 
Weise durchführen, nur muß man bei der Platte auch die quadratischen Glieder der 
Formänderung beibehalten, während man beim dünnen Zylinder schon mit den linearen 
Gliedern brauchbare Ausdrücke erhält und die Beibehaltung der «uadratischen nur be- 
deutungslose Korrekturen mit sich bringt. 

Die in A. u. L. Föppls bekanntem Lehrbuche »Drang und Zwang« 1. Bd., S. 216#. 
gegebene Ableitung der Gleichungen für dünne Platten mit großer Ausbiegung aus dem 
Prinzip der kleinsten Formänderungsarbeit verwertet dieses Prinzip übrigens nur bezüglich 
der Verschiebungen in Richtung der Achse; die Folge davon ist, daß aus dem Prinzip 


I) H. Henceky, Ueber den Spannungszustand in kreisrunden Platten mit verschwindender Biegungs 


festiekeit. Z. f. Math. u. Physik, Bd. 63 (1915) S. 311. 
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nur eine der notwendigen Gleichungen gewonnen wird, während die andere auf ganz 
anderem von jenem Prinzip ganz unabhängigem Wege abgeleitet wird. Wie an anderer 
Stelle gezeigt werden soll, können beide Gleichungen unmittelbar aus dem Variations- 
problem erhalten werden, wenn alle Komponenten der Formänderung als gleichberechtigt 
und voneinander unabhängig beibehalten werden 


I. Dünne Kreisplatte. 


1. Elementarer Ansatz. Der einfachste Weg zur Berechnung der Formänderung 
und der Spannungsverteilung in einer dünnen Kreisplatte ist durch folgenden Vorgang 
gegeben. Der Formänderungszustand der Platte wird durch zwei Größen, und zwar durch 
die Dehnungen in Richtung der Meridiane, &, und der Breitenkreise, &, beschrieben, der 
Spannungszustiand durch die zwei entsprechenden Spannungen 8 und S,. Zur Berechnung 
dieser vier Größen stehen vier Gleichungen zur Veriügung, und zwar je zwei »stereosta- 

tische« und zwei »elastostatische« Be- 

7 dingungen (die ersteren, die für die 

eedehnte Platte gelten, die dabei als 

BE ser Eu erstarrt anzusehen sind, werden ge- 

A ‘ ns wöhnlich als die statischen« schlecht- 

” N hin, die letzteren als die »elastischen« 

Gleichungen bezeichnet). Das erste 

Gleichungspaar kann in verschiedener 

\bb. | "orm angesetzt werden; am einfachsten 

eelangt man zum Ziele, wenn man 

zunächst das Gleiehgewicht des durch den Schnitt PQ (Abb. 1) abgetrennten Teiles für 
die z-Richtung betrachtet; dies liefert die Gl 


$S-2rr- sne=r’n-.p 
Sei £ die Verschiebung in Richtung der Plattenachse, so ist sin « d{/dr und es folgt: 
sin«= d(Üdr »I2* rIS R 
Als zweite nehmen wir die Gleichung 
u) | (9 


die das Gleichgewicht der auf ein Plattenteilchen einwirkenden Kräfte für die Richtung 
der Tangente zur Platte ausdrückt. 

Die elastostatischen Gleichungen sind durch das Hookesche Gesetz gegeben, in 
dem wir für die Verzerrung in der Richtung des Meridians die Summe aus der Dehnung 
dı/dr in der Richtung des Radius r (u = elastische Verschiebung in Richtung von vr) und 
der durch Schrägstellung des gedehnten Plattenelementes verursachten Formänderung 
>. Ordnung heranziehen; sei Ös die Länge eines Klementes in Richtung des Meridians, 
das vor der Dehnung die Länge Ös hatte, so ist die zugehörige Dehnung 


Das durch Hinzufügung der quadratischen Glieder in den Formänderungen 
erweiterte Hookesche Gesetz liefert daher die Gleichung): 


Aus den vier Gl. (\) bis (4) sind die vier Größen «, © 8, 8; zu berechnen. 
Die Spannungen NS und Sı sind in allen diesen Gleichungen nieht auf 1 cm’ (Juer- 


schnittsfläche, sondern auf 1 cm Länge in einer Tangentenrichtung zur Fläche 
emessen bezogen; aus ihnen ergeben sich die Einheitsspannungen, wenn A die 
Blechstärke bedeutet, durch: 
=, Rh ’ ( - 5; N. 
Ks ist wünschenswert, für die Poissonsche Zahl eine kurze Bezeiechnunz zu besilzen 
es sei hiefür die Bezeichnung AnT hl ı V la ehracht und ihre allgemeine Einführung 
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Ebenso bedeutet »e« die auf 1 cm Länge bezogene Elastizitätszahl in kg/cm; e steht mit 
der sonst üblichen Elastizitätszahl X — dem Elastizitätsmodul — in der Beziehung 


E E-h. 


2. Die Auflösung dieser Gleichungen vollzieht sich nun in folgender Weise: 
Die Elimination von « aus den beiden Gl. (3) und (4) ergibt zunächst: 
af | R | \ e acı\° 
\ r AN 8 Si a a N ) ), 
re & S| ” 5) = 17 2 | d y | 
Wegen der Gl. (2) fällt der Einfluß der (Juerzahl m aus dieser Gleichung vollständig 
heraus und es bleibt: 


/ \ 4 
gi 


A(Sı r) ‚ { ac\° dsı ’ , 
S+--( =r +1 —8+ 0 


dr 2 dr dı 2 dr 


oder unter abermaliger Heranziehung der Gl. (2) die bekannte Gleichung: 


d aacı? . 
a 1 + D . U . . y i DO). 
dı ) dı 


Führt man nun d{dr aus der Gl. (1) in diese Gl. (5) ein, so erhält man eine 
Gleichung, in der als einzige unbekannte Funktion nur 5 vorkommt: 
d | ’ ıd(®8 / e p° f} 5 
E 4 .. 2 V (d). 
dı =» d te) u) 
Setzt man hierin r=«apr, was daraui hinauskommt, daß statt » die dimensionslose Ver- 
änderliche go eingeführt wird, so geht diese Gleichung in die folgende über: 
d d(S 0 1? 1) 
,) 4 - }- en . in zum \ 
do do | 'n u 


Führt man hierin noch eine »Spannungsfunktion«< "= P (o) ein gemäß der Gleichung 


Ay a '/9 Vep i” ® «D ’ N — | 2 | ( p a’ «DD v : : . R (8), 
so ist zunächst nach Gl. (2): N a (83 480 a 
I] = = . . . : ’ . . 7) 
dd 2 d VO - 
ind die Gl. (7) geht in die folgende über: 
ala» pP] 0 i[ıaldo] 
' HI. —=0 oder db? . _ -I+0 0 (10). 
do | do ( | «D- do o do | 


Zur Auffindung der Lösung dieser Gleichung wird ® in Form einer Potenzreihe 
angesetzt: 
D= A o0+A;0’+40°’+.. ae ns 
deren Koeffizienten durch Vergleichung gleichhoher Potenzen ermittelt werden können. 
Man erhält unmittelbar: 


| 13 
4; = =. A, = . 4 = ae |, 
e 4A,‘ 9b A|,” 9216 A, 
Daher ist f [ 0” o* 13 0° ] \ 
Br Vepa’ A — - Un ei 12) 
| O Ay® 96 A,” 9216 A, J 
ınd weiter 
d(sSı d Do y 3 0“ 4) o* “or \ 
DI = = ‚Vepa*:-| A nn ° re 13) 
dr do 3 A,“ 6A, 
lurch Verwendung dieses Wertes ergibt sich nach Gl. (1): 
as =; p a’ o ı/p a? 0 
do 2 N € a“ A; 1 a | 
l - 0% 9 
8 4,° 96 A,° 
ı/pa® 1 03 N 5 0° | 
zu A | s 'I|0-+ u ii > ..+ 
e 4 | 8 4A,? 196 A,‘ ] 
ie Durchbiegung ergibt sich daraus durch eine (Quadratur, und zwar ist, wenn die 
ntegrationskonstante f, das ist gleich der Durchsenkurg der Plattenmitte =0—0) 
‚esetzt wird: 
ws Pr » a“ 1 [ Ti o° ı) 0 j 
C=-f-—a % Ä Ze AR F.., ‚ (14). 
t A, 2 32 A,” 1152 A, 


ee N 


ee 


— ne ie 


ma 


ne ne nn urn nn 


| 
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Da die Reihe in der vorhergehenden Gleichung absolut konyvergent ist, so ist die glied- 
weise Integration sicher zulässig. 
Der bisher noch unbestimmte Wert von A, ergibt sich aus der Bedingung, daß der 
Rand der Platte festgehalten wird, also die Ringdehnung :; = u/r für r = a verschwindet. 
Nach Gl. (4) bedeutet dies: 
N l/’mS=0, (für r=40, $@=!I1 


Durch Einführung der oben gefundenen Werte von S und Sı ergibt sich für A, die 
Bestimmungsgleichung 


3 | | | ] 
A, - A, = Ö 

8 A,“ 4 A,’ ) “ A, 96 A,’ | 
oder 1 - 

A | |’m 3 —] 7 ) l Mm —U 

8 4,? a 1 
und mit m 
| 
/ A, ı) 
964 
Daraus folgt bis auf 3 Dezimalen genau: 
A; 0,846. 


Mit Benutzung dieses Ergebnisses erhält man für Spannungen am Rande und in der 
Mitte die folgenden Werte: 


BRınd r=a, DO sm ] S == (5328 V. p° m. Sı = 0,096 Vep? a: 
(Mitte r = N Ss — 0.423 Ve»? 
i ıtte — % >» 7 i —— 4 1  — V, oO { 'k (I ® 
Die Konstante / wird durch Benutzung der Bedingung bestimmt, daß die Durchbiegung £ 
am Rande (» I) verschwindet. Man erhält: 
\ ' a” 
7 — ),664 ‘1 = 


Die Verschiebung « ist schließlich durch die Gl. (4) bestimmt, sie verschwindet am Rande 
und in der Mitte der Platte. 


Il. Dünne Zylinderwand mit Grundflächen gegebener Größe. 


1. Der Ansatz. Der Zylindermantel vom Halbmesser « und der Länge 21 ist 
zwischen zwei unausdehnbaren Ringen oder Kreisscheiben ausgespannt, die entweder (I. 
frei zelagert angenommen werden können, so daß sich ihr Abstand verändern kann oder 
2., festgehalten werden. Im ersten Falle treten keine Auflagerdrücke an den Endflächen 
auf, und jede Zylinderhälfte ist unter den Spannungen am abgeschnittenen Rande und 
dem Innendruck auf die betreffende Hälite im Gleichgewichte; der zweite Fall ist dadurch 
gekennzeichnet, daß die Verschiebung der Zylinderenden verschwindet Um die Anpassung 
der Form des unter Innendruck (p) gesetzten Behälters an diese Randbedingungen zu 
bewirken, hat man wie bei der Kreisplatte (I) zwei Paare von Gleichungen zur Verfügung, 
und zwar ist es in diesem Falle praktisch, für die stereostatischen Gleichungen die Gleich- 
gewichtsbedingung für die Richtung der Normalen zur durchgebogenen Wand zu nehmen, 
nämlich: 

N R, N l —- pP . . . . . “ . . . Ei 


in der //, und A die zurehörigen Hauptkrümmungshalbmesser bedeuten, und als zweite 
wieder die Gleichgewichtsbedingung für die Richtung der Tangente: 

v d ’ ) 

S, 


IN 


dr 


Als elastostatische Gleichung erhält man auf Grund des Hookeschen Gesetzes die beiden 
folgenden, in denen nur Formänderungsgrößen 1. Ordnung berücksichtigt sind: 
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2. Zur Auflösung dieser Gleichung erhält man zunächst aus Gl. (4) mit 
Berücksichtigung von (2): 


r—a ’ | a(Sr 1 i ds Er 
1 —e: u dm —_ 1.8-r S, 
a dı m dA} 
‚der ds 77 | > 1 | 
| e | | 
dı \da 


Die Lösung dieser linearen Differentialgleichung 1. Ordnung lautet, wenn € eine Inte 
orationskonstante bedeutet: 


( m !' i 
I + ( | . . (6 
rl l ’ 2m | A m | 
und damit nach Gl. (3): 


RR ET | —| 7 
d Int r} ] 3 IR | dl [Z 1 

Die vollständige Bestimmung der Spannungen kommt demnach einzig und allein 
auf die Ermittlung der Konstanten (€ hinaus; diese Ermittlung ist jedoch nur auf dem 
Wege über die Formänderung des gedehnten Behälters möglich. Die lL.ösung der Diiie 
renzialgleichung, zu der man geführt wird, ist außerordentlich schwierig; man kann aber 
die Rechnurg durch eine Annäherung ersetzen, die durch Linearisierung der erhaltenen 
Difterenzialgleichung entsteht. Setzt man zunächst in den eben erhaltenen Gln. (6) und (7): 


r= Al U, 


betrachtet man u als klein gegen a und behält nur die Glieder 1. Ordnung bei, so er- 
hält man: 


‚ ( m°« 5 N 1 u | f 
s-| MR 1 ee me 
Lat — Im 2m —)(m—1)] q 
2 { ıP % N | @, Zme u faN 
Sı =| je — . - | \ (9). 
mu 2m —-1 (m—1| L =“ m zm—1]) a 
Führt man zur Abkürzung die Bezeichnung ein: 
( m°ı 
u = (, - 
al—1/n 2m —-1)(m-—1 


so können die vorhergehenden Gleichungen auch in der einfacheren Form geschrieben 
werden: —1 u / 
N (' . . . 10 y 

a 


11 


Dı = (c/m’ + e- ula } , (11). 
Zur Bestimmung der Form des gedehnten 
Behälters dient nun die Gl. (1), in der nach 


Abb. 2 zu setzen ist: 
/R-1/r-1lalt —ula), 1WR-r' u, 
wenn die Striche Ableitungen nach z bedeuten. 
Durch Abstreifung aller Glieder von höherer 
als 1. Ordnurg in v erhält man daraus für « die \ Lu) 
Differenzialgleichung 2. Ordnung: Ak 





BR 


u u 3 — (! - a (12), 
C a m” 
worin #° als Abkürzung für den Ausdruck dient: u IR BOHRER. © 
x? —= 1/a? (e/c — 1/m?). 
Die Lösung dieser Differenzialgleichung (12 
lautet für #°>0, wenn A und B zwei willkür- \bb =. 
liche Integrationskonstanten bedeuten: 


3 


dA P I —cC 


Ua r + A Go] #2 + B Sin x. 
em = c 
Wenn die Endflächen festen Durchmesser haben sollen, d.h. für 
z— tl:u=0 
sein soll, so folgt: 
B=0, A=— en 


f nn’ —(c (So! vl 


gg 


mn nn nn — 


Te ee 


m 


en zer 


un 











ug. 


> . Ztsehr. f. anzew. 
40 Pöschl, Formänderung sehr dünner kreisförmieer Platten Math. und Mech 


und die Form der Meridiankurve des durchgebogenen Behälters ist durch die Gleichung 
seoeben 


pm“ e S0lxz 5) 
U zu | 0 er (13), 
e m“ C Doll 
sie ist also Ähnlich der gemeinen Kettenlinie Auch für x 0 und #°=0 läßt sich 


die Lösung leicht angeben. 

In dieser Gleichung kommt noch die Konstante c vor, die von C linear abhängt 
und bisher unbestimmt geblieben ist Um ihren Wert zu erhalten — wozu nach dem 
oben Gesagten den Randbedingungen gemäß vorzugehen ist ‚ ist es praktisch, in allen 
verwendeten Gleichungen statt e die Ausbiegunrg :% der Zvlindermitte einzuführen. 

Für den oben zuerst genannten Fall frei verschieblicher Zylinderenden, 
wie er etwa für einen in der Längsrichtung verschieblich eingemauerten Kessel verwirk 
licht ist, ergibt sich die Beziehung zwischen ce und «, am einfachsten aus der Bedingung 
des Gleichgewichts für jede der beiden durch die Ebene z = 0 getrennten Zylinderhälften 
Die Meridianspannung S’ längs dieser Ebene ist durch die Gleichung gegeben: 

la+u)n-S ıq +w)’r2.p r . . (14), 
und nach Gl]. (10) für u = u 


x a u ar 1 1 ) 15 
4 m a 


Es ist also ap | + oa A 
G : . ; (16) 
2 | / 
| 
a 
und 
? 1 
( 2 m a | 
| ( Pit u MmM’i — l a) N 
ı p l un a m?) 
Ferner ist nach (Gl. (13) für z 0): v—=uw, d.h. 
ap m* c[ | ‚ . 
4) a l r : 17) 
ct L DVolxl 


Nach Einsetzung der eben für c und x gefundenen Ausdrücke und Auflösung nach (Yo! #1 
ergibt sich daraus: 


oder 


77 l a: | l 2 / L 1 f 
p EA I) nm (18). 


Aus dieser Gleichung erhält man einen angenäherten Wert für « durch aber- 
malige Linearisierung. Betrachtet man wieder «, als kleine Größe, entwickelt zunächst 
die Quadratwurzel in der Funktion (o} z/ und benutzt die bekannte Formel für den Go) 
der Summe zweier Größen, so erhält man: | 


Solyl . (Sol [ 


Damit wird die Gl. (16 


2 ‚m—1 au 1 / 

l N \ Er 

ap 7 ” Vap 2em” ap a f A ap 2\ 
) | \7 yy ) 
a -? 
[a Yap m’\ 


und durch Auflösung ergibt sich daraus, wenn noch zur Abkürzung 


? 
2 € ap 


= N 
ıp 
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gesetzt wird: Go (**) 
d 
- 19 
A l 247 L’«e / nf 1 
al N si il ) 
nap a 2 m® | a 


Man kann übrigens die Vereinfachung der Gl. (17) noch weiter treiben, wenn man 
beachtet, daß bei einigermaßen erheblichen Werten von !/a und e/ap die rechte Seite 
dieser Gleichung sehr klein ausfällt. Setzt man sie angenähert gleich Null, so erhält 
man nach Vernachlässigung der in u quadratischen Glieder auf der linken Seite der 
(zl. (18) und nach Auflösung den angeräherten Ausdruck 

? 2 m*® l 
I 2 ° { dp 
der von / ganz unabhängige geworden ist 

Die Auflösung der Gl. (17) kann übrigens auch in bekannter Weise auf zeichne- 
rischem Wege gegeben werden, sobald ° und //a irgendwelche Werte vorgegeben wurden. 

ap 
Der Vorgang ist der, daß die Funktion links und rechts vom Gleichheitszeichen in Gl. (17) 
für eine Anzahl von Werten «n/a ausgerechnet und in einem Achsenkreuz als Kurven 
aufgetragen werden, ihr Schnittpunkt (im allgemeinen kommt nur ein einziger in Betracht 
gibt sodann den gesuchten Wert von w/a. Bei kleinen Durchbiegungen dürfte indessen 
in der Regel die Berechnung von «„ nach Gl. (10) ausreichen, wie auch durch die unten 
tolgenden Zahlenbeispiele erläutert werden möge. Voraussetzung für die Gültigkeit dieser 


Gleichung ist #° > 0, > 0, d.h. 2em’ — ap > 0; wie schon oben hervorgehoben, sind 
aber auch in den Fällen 2e m’ — ap < 0 oder 2em’ ap — 0 die Lösungen ohne Schwierig- 


keit in ähnlicher Weise angebbar. 
Die Dehnung in Richtung der Zylinderachse ergibt sich schließlich durch Integration 
der @l. (3 


= e AN A L / 


mit Benutzung der Gl. (10) und (11) wird diese Gleichung 


ee ee ee 1 JE IR. 1. DE 2] 
dz / L ' Ja) 
Setzt man in diese Gleichung den Wert von u nach Gl. (16) ein und integriert, so folgt 
aus der Bedingung, daß für z— 0 auch { — 0 sein muß, das Verschwinden der auftretenden 
additiven Konstanten und es ergibt sich: 
. 1 \[ (m? L) ec m l '» z » { Br ‚ am’ —c 1 Sinz2) a 
= hi (L m | / em’ —c Er w em’ — ch Soixı) a ® 


Ist die Konstante c bzw. ı. in der oben dargelegten Weise bestimmt worden, so 
ergibt sich die Verschiebung x an jeder Stelle z durch die G]. (16) und die Spannungen 
Ss und Sı durch die Gl. (10) und (11). Der größte Wert der Spannung, die überhaupt 
auftritt, ist die Ringspannunrg S, in der Mitte des Zylinders, und zwar ist dieser etwa 
doppelt so groß wie die Meridianspannung am Rande. Nach der üblichen elementaren 
Berechnungsweise ergibt sich bekanntlich genau 5; =ap und S=ap!/2, unabhängig von 2. 


3. Beispiele. Die bisher erhaltenen rgebnisse sollen nun zunächst durch zwei 
Zahlenbeispiele erläutert werden. 


Eine zylindrische Haut aus mäßig festem Gummi entsprechend #%= 100 kg/m‘, 
n = !"/; der Dicke h = 0,2 cm, dem Durchmesser «a 20 em und der Länge 2/ 80 cm 


werde mit dem Ueberdruck p = 0,1 kg/cm* belastet. 
Den angegebenen Zablenwerten entspricht: 


e=Eh 100 -0,2 = 20 kglem, 
daher 
Io  (dimensionslos 
(dl yp 


Nach der Näherungsformel (20) ergibt sich 


uola 0.096, Io 1,)2 em. 
Durch zeichnerische Ermittlung der Wurzel ı, der Gl]. (17) ergibt sich v,—1,0, als 
nahezu derselbe Wert. (Der Einfluß der Länge / würde erst bei kleinen Werten von / 


merklich werden.) 


—,—— re 


rn umen 


m nn 


— En me en nt 


— Tun wen 
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Mit diesen Werten ergibt sich nach Gl. (16) 
ce = 1,175 kg/cm 
und damit nach den Gl. (10) und (11) die Spanrnupgen in der Mitte des Zylinders (u — uo): 
S'— 1,096 kg/em, Sı' = 2,026 kg/cm 
und die Spannungen am Rande (u — 0 
> = 1,175 kg/cm, Sı = 0,106 kg/cm. 


Andererseits mögen für einen Kessel aus dünnem Stahlblech die folgenden 
Annahmen gelten: 


E = 2,15 - 10° kglem’?, m pp I |,ö cm, 
mithin 
e=kh 3,22 - 10° kg/cm. 
Ferner a 100 cm, = 200 cm, p = 20 kg/em 
Da 
= 1,61. 10 
d 


so folgt nach der Näherungsformel (20): 
Uo 0,05.)4 cm. 


Rechnet man damit den Wert von c nach Gl. (16) so folgt 


ce = 1000 kg/cm 
und nach den Gl. (10) und (11) für die Spannungen in der Zylindermitte (u = w): 
S’—= 1000 kg/em, $, = 2000 kg/cm 
und am Rande (u = 0 
S' = 1000 kg/cm, Sı — 90 kg/cm. 


In diesem Falle würde die Beanspruchung durch $ı’' die Größe 
o=S,/h= 1332 kg/cm’ 
betragen, würde also die für Stahlblech zulässige Grenze von k, = 1200 kg/cm* überschreiten. 


4. Berechnung der Blechstärke. Wir wollen nun noch anfügen, in welcher 
Weise die erhaltenen Gleichungen zur Berechnung der Blechstärke h bei gegebenem 
k, und gegebenen Werten für die Abmessungen des Zylinders und des Ueberdruckes p 
verwertet werden können. Wie aus den obigen Beispielen hervorgeht, ist es die Ring- 
spannung in der Zylindermitte, die den größten Wert der auftretenden Spannungen über- 
haupt darstellt, und auf diesen Wert muß daher die Rechnung bezogen werden. Setzt 
man daher 


ns = hı e 
so gibt die Gl. (10) für u u): 
Dı = c/m’—+ e wld 
darin ist nach Gl. (20) und G'!. (16), de= Eh: 
he I m*® 1 u ap | I + unla 
l ‘ Eh 2 ij Dez 1 an) 
2 m?- | B- i 
ap L Aa 


Führt man alle diese Ausdrücke in die Gleichung für $ı ein, so folgt als Bestimmungs- 
gleichung für die unbekannte Blechstärke A nach Division durch ap: 
„Eh Mr Eh 
Fm?—1 2m? — 1 
N hr | ap a» 
.—- h z n 
ap ap Er. Eh (m — 1)(2? m’ — 1 ‚Eh 
(ip Üü yp 
" Eh .. an 2 
Für große Werte von überwiegt auf der rechten Seite das zweite Glied und hat den 
dA pP 
Wert 1; in der Grenze liefert daher diese Formel den bekannten Näherungswert ent- 
sprechend Sı = ap: 
ap 


h = ° . . ° . . . . . . (24 ) 
k; 


Mit Hilfe dieses Näherungswertes ist es leicht, aus der in h kubischen Gl. (23) für die 
Blechstärke Ah den richtigen Wert von /ı mit beliebiger Genauigkeit auszurechnen. 
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Für das vorhergehende Beispiel würde mit Ak. = 1200 kg/cem* der Wert für A 

nahezu betragen 
h= 1,67 cm 
und dieses ist auch der Wert, der durch die Näherungsformel (24) geliefert wird. 

Die obige Rechnung zeigt, daß die Abnahme der Ringspannung gegen die Enden 
zu durch die angenommenen uwnausdehnbaren Ringe an den Endflächen sehr bedeutend 
ist; als derartige Ringe müssen auch — wenigstens bis zu einem gewissen Grade — die 
Ueberlappungen und Umbördelungen der Kesselbödlen, die mit den zylindrischen Wänden 
vernietet werden, angesehen werden 


5. Für festgehaltene Endflächen läßt sich die Bedingung (14) nicht ansetzen, 
vielmehr ergibt sich die Bestimmung der Konstanten ce durch Ausrechnung von v und 5 
bei unbestimmt gelassenem - und Verwertung der Bedingung 

= t1:l=0. 


Der Rechnungsgang und die wirkliche Ermittlung der fraglichen Größen geschieht ganz 
auf die gleiche Art wie zuvor 


6. Sehr dünne Zylinderwand. Die Berücksichtigung der (uadratischen Glieder 
in den Verzerrungsgrößen & und &ı ist hier etwas einfacher wie bei der Kreisplatte, weil 
sich ihr Einfluß nur in dem Ausdruck für & geltend macht und auf diese Gleichung erst 
bei Berechnung von { Rücksicht genommen werden muß, so daß von den Gl. (3) und (4) 
nur die erste erweitert werden muß, während die zweite unverändeıt bleiben kann: 


de ' dr 4 1 y 1 Y 
le 18) 
dz \dz { 77 \ 3 
2 
(di | | | 
m - — (8 s)\\ 
Die Berechnung von 8, $S,ı und u = — a erfolgt genau so wie früher; die dabei gewonnenen 


Ausdrücke sind in die erste dieser beiden Gleichungen einzuführen. Es erweist sich 
dabei unmittelbar, daß der Einiluß der quadratischen Glieder in diesem Falle nur eine 
ziemlich bedeutungslose Korrektion ausmacht, die ohne wesentlichen Fehler auch ganz 
außer acht gelassen werden kann 471 


Drillung und Drillungsschwingungen von Scheiben. 
Von R. GRAMMEL in Stuttgart. 


nter Drillung soll bei einer axialsymmetrischen Scheibe diejenige Verformung durch 

Schubspannungen verstanden sein, bei der die äußeren Ringfasern der Scheibe sich 

gegen die inneren so verdreht haben (Abb. 1), daß jede ursprünglich radiale Gerade 
y (Abb. 2) sich als mehr oder weniger spiralige Kurve k um die Scheibenachse windet. 
Eine derartige Verformung kommt beispielsweise bei ee nrrmne 
Dampfturbinenscheiben vor, die auf ihrer Welle auige- \ | 
schrumpft sitzen und vom Umfange aus ein Drehmoment 
auf die Welle zu über- 
tragen haben. Sowohl 
die Verfiormungen wie 
die Beanspruchungen, 
die sich ohne weiteres 
angeben lassen (1.), sind 
dabei in der Regel ge- 
ringfügig. Es scheint 
aber bisher nicht beachtet 
worden zu sein, daß die 
zugehörigen Drillungs- 
schwingungen, deren die 
Scheibe naturgemäß 
fähig ist, zu unliebsamen 
und schwer zu beseiti- 
genden Resonanzerschei- 
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nungen führen können. Zu ihrer Vermeidung ist die Kenntnis der Eigenfrequenzen 
erforderlich, deren Berechnung für Scheibenprofile mit einfacher analvtischer Darstellung 
im folgenden erledigt wird (2, bis 9.). Bei beliebigem Profil gelingt die Lösung durch 
ein graphisches Verfahren (6.), das übrigens leicht auch auf die Behandlung anderer ein- 
dimensionaler Randwertaufgaben übertragen und zur Ermittelung der zugehörigen Eigen 
werte verwendet werden kann. 


1. Scheibendrillung. Es sei eine axialsymmetrische Scheibe vom Schubmodul G 
vorgelegt; sie sei innen durch einen zu ihr koaxialen Zylinder vom Halbmesser »,, außen 
durch einen ebensolchen vom Halbmesser , begrenzt. Ihre Dicke y=f(r) soll so klein 
sein. daß man mit der auch sonst in der Scheibentheorie bewährten Näherung rechnen 
darf, wonach Spannungen in axialer Richtung allenthalben außer acht bleiben und Span- 
nungen senkrecht zur Scheibenachse als nur vom zugehörigen Achsenabstand r abhängig 
gelten. Eine äquatoriale Symmetrieebene mag vorhanden sein; es genügt aber auch 
schon, daß sich die Scheibenmasse um eine Art Mittelebene einigermaßen symmetrisch 
verteilt. Die Scheibe empfange vom Außenzylinder gleichmäßig ein Drehmoment W und 
habe dieses ebenso auf den Innenzylinder zu übertragen oder umgekehrt. 

Die Beanspruchung der Scheibe besteht in reinen Schubspannungen 7 längs kon- 
zentrischer Zvlinderschnitte der Scheibe. Da jeder dieser Schnitte vom Halbmesser r 
(Abb. 1) das äußere Moment WW aufnehmen muß, so gilt 


a rnır?y A u 5 4 7 
Hiernach nimmt beispielsweise in der Scheibe von unveränderlicher Dicke die 
Spannung von außen nach innen zu gemäß dem Gesetz 
WM 1 


woregen eine Scheibe mit überall gleicher Schubspannung das hyperbolische Profil 
1 
gem Sry 48 
besitzen muß. 

Ferner berechnet sich im Hinblick auf Abb. 2 die Schiebung / (d. h. die Aende- 
rung des ursprünglich rechten Winkels zwischen einem in der Symmetrieebene der Scheibe 
liegenden Kreise » und derjenigen Kurve X, in die eine ursprünglich radiale Gerade y in 
dieser Ebene infolge der Verformung übergegangen ist) wie folgt 


1 - dr,dyg u. dy | 
dr d 
Da aber andererseits auch / = 7’@ ist, so wird 
7 rd 
r 7 2, y 


und hieraus ergibt sich wegen (1) der Drillungswinkel 


JA dı) 
= —, i i . 2), 
na) re 
' 
Beispielsweise findet man fir die Scheibe von unveränderlicher Dicke die Ver- 
drillung des Außenrandes gegen den Innenrand 
IN 

1 


4 TI (1 / I‘ - } 


und für die Scheibe mit überall gleichen Schubspannungen 


da 


2. Drillungsschwingungen. Denkt man sich durch einen zur Scheibe koaxialen 
Zylinder vom Halbmesser r und einen ebensolchen vom Halbmesser r + dr ein ring- 
förmiges Element der Scheibe herausgeschnitten, so ist dessen Trägheitsmoment in bezug 
auf die Scheibenachse gleich 2 zer'ydr, wo o die Massendichte bedeutet. Ist dieses 
Ringelement gegen seine Ruhelage um den Winkel @ verdrillt, so greift an seiner Innen- 
begrenzung infolge der Schubspannungen 7 ein im Sinne abnehmender g drehendes 
Moment 2? zrr’y an, an seiner Außenbegrenzung ein im Sinne zunehmender @ drehendes 
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r’y-+ ar], also im ganzen ein im Sinne zunehmender 9 positives 


m 
Moment ?2z| 
E Ö 


\Try . . . 
Moment 27 dr; und demnach folgt die Drehschwingung des Ringelementes um 


die Scheibenachse dem Gesetze 


my 92) 
Y try 
oy”’ı 3) 
] U Ar „ J 
Dabei ist aber wieder 
v‘ vg 
T — (1, (17 ), 
und mithin kommt statt (3 
Org cd) OIg 5 
ir j pn (7 vu. —) . . . . . «) . 
ja F* a-(r’y > 


esonanzgefahr besteht lediglich für stehende Schwingungen, d.h. für Lösungen 
von der Form 
y= k-T . . : . . 6), 
wo AR eine Funktion von r allein, 7 eine solche von / allein ist. Setzt man (6) in (5) 
ein, so kommt 
d AR 
(v3, °*) 
u, nö de F Sr dı . (7 
T dt* Zu o "’YR 
und da hier rechts eine Funktion von r allein, links eine solche von f allein steht, so 
muß jede der beiden Seiten einem und demselben Festwerte gleich sein, den wir etwa 
Au © 5 n r > . . . 
mit — - bezeichnen wollen, indem wir unter # eine noch zu bestimmende dimensions 
u” ‘) 
lose Zahl und unter A = v„— ru die Scheibenbreite (vergl. Abb. ı) verstehen. Hiernach 


P4 


zerspaltet sich die Gleichung (7) in die zwei Differentialgleichungen 


d AR 4 d* x u“ G Er 
(’ Y ) =. Pry R ee . (8), u !=0 . J). 
dı M h‘ a dt‘ h’" o 


Die Gleichung (9) besagt im wesentlichen, daß die Eigenfrequenz der Scheibe 
den Wert 


4 /@ 
Ee — V Fade ® a 
h ) 


besitzt. Dieser ist bekannt, sobald man x so berechnet hat, daß die Randbedingungen 
sich für eine nicht identisch verschwindende Lösung von (8) erfüllen lassen. Diese ltech 
nung möge zunächst für einige besondere Scheibenprofile durchgeführt werden 


3. Erstes Sonderprofil. Für die im Dampfturbinenbau üblichen, gegen den 
Außenrand hin sich stark verjüngenden Scheiben läßt sich das Profil oft genähert in der 
Gestalt 


r’y = konst.  . | (11 
darstellen. Das allgemeine Integral von (5) lautet dann 
“r z “r 
R=A cos “ B sin De U Be 2 
h 


Wir behandeln folgende Arten von Randbedingungen: 


I. Innenrand r, fest, Außenrand v, frei. 

II. Beide Ränder fest. 

Ill. Beide Ränder frei. 

IV. Innenrand auf dem freien Ende einer am anderen Ende iest eingespannten 
elastischen Welle von vernachlässigbarer Masse und der Länge / sitzend, 
Außenrand frei. 

V, Innenrand auf dem einen Ende einer ebensolchen elastischen Welle sitzend, 
deren anderes Ende eine starre Masse trägt, Außenrand frei. 

Von diesen fünf Fällen, denen man, ohne daß neue grundsätzliche Schwierigkeiten 
aufträten, weitere hinzufügen könnte, haben die drei ersten besonders einfache Lösungen 
der Randwertaufgabe; die beiden letzten entsprechen mehr den tatsächlichen Verhältnissen 
beispielsweise der Dampfturbinen. 


u gg gen 


m nn 


a — 


SLR 
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Für die Fälle I bis Ill ist zu beachten, daß an einem festen Rande mit 9 = 0 
gemäß (6) auch = 0 bleibt, wogegen an einem freien Rande = 0, also nach (4) und 
(6) dRldr = 0 sein muß. Ist ferner im Falle IV der von einem Drebmoment eins er- 


zeugte Drillungswinkel der elastischen Welle mit der positiven Zahl 5 bezeichnet, so lautet 
die Bedingung für den Innenrand der Scheibe (als Ausdruck der Tatsache, daß die 
dortigen Spannungen das Torsionsmoment der Welle erzeugen) 

2 m ‚yy7T 


I ’ 
) 


und dafür kann man nach (4) und (6) auch schreiben 
IR 


R=ah|—) .. | | (13) 
\lr/o 
mit der durch Hinzufügung von A wieder dimensionslos gemachten Zahl 
2 1dr y,.@ , 


h 

Der Fall V endlich ist dadurch gekennzeichnet, daß ein Schwingungsknoten aui 

der elastischen Welle in einem zunächst noch unbekannten Abstande & von der Scheiben- 
mitte vorbanden ist. Infolgedessen muß statt (13) gelten 

x 


„= an \ 
l 


Die an dem anderen Wellenende sitzende Masse vom Trägheitsmoment % macht Schwin- 


daR fı£ 
... > lea Se i ld). 


gungen, deren Frequenz gleich V!/(!— .x)3@© ist und mit der Eigenfrequenz & der Scheibe 
übereinstimmen muß; also ist zufolge (10) 


G ] 


h' u AsZ N Mi 80 
Setzt man den hieraus berechneten Wert von &/l in (15) ein, so nimmt die innere Rand 
bedingung im Falle V die Gestalt an 


R=ar (1 - Vi) . a 


mit der dimensionslosen Zahl h’o 


b° 454° 


IG () 
Hiernach berechnen sich durch Zusammenfügen der jeweiligen Randbedingungen 
die Freqjuenzgleichungen sowie deren Lösungen wie lolgt: 



















Il. cos # 0, —=(n-+ !s) 7, 
Il. und Ill. sin# =, = (n-+ 1), 
IV. tg x = an, x—(n+8&)7, 


. H b- z ‚ 
V,cez=d ze (n + &)TM. 


Hier ist „ irgendeine positive ganze Zahl mit Einschluß von Null, ferner &, ein 
von n und a abhängiger positiver Bruch, der im einzelnen Falle leicht zu berechnen ist 
und für kleines a gegen '/s, für wachsendes « oder für wachsendes n gegen 0 geht, als 
Ausdruck der Tatsache, daß dann der Fall IV offensichtlich in I bzw. (abgesehen von 
N 0) in III ausartet. Schließlich ist auch &, ein von n, a und 5b abhängiger positiver 
Bruch, der mit wachsendem n oder abnehmendem 5b gegen &, geht und mit wachsendem 
b sich der Null nähert, als Ausdruck wieder der Tatsache, daß dann der Fall V in IV 
bzw. in III ausartet. 


4. Zweites Sonderprofil. Häufig lassen sich die Protile tatsächlich verwendeter 
Scheiben näherungsweise durch die Gleichung 


‘) 


0 h 


y = konst. - EEE 


darstellen, wo c eine (in der Regel positive) Konstante bedeutet. Die zugehörige Lösung 
Sertge 
von (8) Ist 


ur ut 
R—= et (4 cos + Bsin Te sea a 
\ h } 
mit u=-lr?—c. . rt FE I 
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Es genügt, die bestimmungsgleichung von « für die fünf Fälle anzugeben; sie lautet, 
wenn man die Abkürzungen a und 5b benutzt, 


l. tg u " ’ II. und III. sinu = 0, 
Il u 
V.tgu= V.tgu= | 
8 | au? +c)—c’ S | au —- rc) —c 


5. Hyperbolische und parabolische Profile. Eine sehr allgemeine und ana 


lytisch ebenfalls noch leicht zu bewältigende Klasse von Profilen wird durch die Gleichung 
r"y — konst. | er (21) 

dargestellt, wo m irgendeine reelle (in der liegel positive) Konstanta ist. Die zugehörige 

Diiferentialgleichung (5) d AR u 


dr di 


hat das allgemeine Integral 
R=ır?: |AJ, "NH BN, _ a M 
i | 2415 BR 


u 


IV 
N 


Hierbei sind J und N die Besselschen Zvlinderfunktionen erster und zweiter Art. 
Im besonderen ist beispielsweise für 
1 u “Tr . “r | 
N == U (y — konst.), R = — AJ, | ) t BN, | . 
FL h / 





m 


“Tr m ” I 
m— 1 (ey = konst.), ı A cos + Bsin 


h h 


mn — 2 (’y konst.), R= AJ, (—} - BN) (—), 
h h 


zr .. er i 
m > (@’y = konst), R=A cos + B sin verg]. 3.), 
h h 


m—4 (e'y=kons.), R=r Ar (= \+ BNı 7) i 
h wywA Ä 
usw. Auch die Bestimmungsgleichungen für % lassen sich ohne weiteres ausrechnen. 
Beispielsweise lauten sie im Falle m = 2 der Scheibe mit unveränderlicher statischer Be- 
anspruchung (vergl. 1.), wenn man Ableitungen nach dem Argument durch Striche be 
zeichnet, 


I. 5 ( OleN (==) Be (> IX. (=) v1 


'isye\ Ve DEF = EM 
2 Jo \ h ) N | h | Bi \ h 3% \ h ) Be 
RT) 
„2 —- ef (ro f YYa Sur , /H#ro\ 
r X | h Jo | h > Jo | h )- do | h |: 
auch hier geht wieder aus V der Fall IVmitb=0, der FallIlImita=b= 0 hervor. 


Die zahlenmäßige Lösung der Gleichung Il ist bekannt‘); für die Auflösung der Glei- 
chungen III und V bedient man sich der Tafeln der Zylinderfunktionen. 


6. Beliebige Profile. Es möge sich schließlich um ein beliebiges Profil 


y=-=f() . . er a 1 Sie 
handeln, das vielleicht nur in Gestalt einer gezeichneten Kurve vorliegt. Man verwandelt 
die Kurve zunächst in eine neue mit den Ordinaten 
z=er’y=rtf(r). . ., nee .' 
Abb. 3) und ersetzt diese durch einen treppenförmigen Pulygonzug mit «len Mittelordi- 
naten 21, 22,..2., womit die ganze Scheibe in n ringlörmige Teilscheiben aufgespalten 
ist, deren jede der Gleichung (Ss) in der Gestalt 
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E. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln, Leipzig 190%, S. 162 bis 164 
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gehorcht.. Die :-te dieser Teil- 
scheiben, begrenzt durch die Halb- 
messer r;—ı und r,, besitzt das In- 
tegral 





R= 4; sin & 4-3 ) (25), 
h 0 


wo 4A, und Y; zwei der :-ten Teil- 








Be er ; En 2 EEE | 
3 r = = 26 r = 2 — scheibe eigentümliche Beiwerte sind, 
[RAY3023) fie die von dem Zusammenhang dieser 
u & Teilscheibe mit den beiden Nach- 
barscheiben abhängen. Bezeichnet 
man mit dem Zeiger 0 bzw. +0 den Wert einer Größe unmittelbar vor bzw. 


nach dem Uebergang über den Grenzhalbmesser ,, so lauten die (sogleich zu erklä- 
renden) Bedingungen für diesen Zusammenschluß 
u 27 eg a‘ 
7: ) 7 04 U | - Yy 0 | . . . 5 2b), 
(Ir 0 (17 | () 
wobei natürlich die y jetzt nicht mehr die (in der Regel stetigen) Profilordinaten der 
wirklichen Scheibe, sondern die (bei , unstetigen) Ordinaten der umgewandelt zu den- 
kenden Profile y 2,’ der Teilscheiben sind. 
Die erste Gleichung (26) besagt, daß die Schwingungsamplitude bei r, sprunglos bleibt, 
die zweite, daß das Drehmoment der inneren Spannung dort keinen Sprung besitzen dari 


vergl. (4)j. Beachtet man, daß das Sprungverhältnis 
‘ . — = . . (27) 
y it 
eine aus der 2-Kurve unmittelbar abgreifbare Zahl ist, so kann man an Stelle von (26) 
schreiben 
dR dR 
R;+to= R-o, ( Zr Eh 28) 
ic et 


und nun handelt es sich einfach darum, die den einzelnen Teilscheiben eigentümlichen 
Sinuskurven (25) so zusammenzustoßen, daß dabei jeweils die Bedingungen (28) erfüllt 
sind, d.h. so, daß die Gesamtkurve zwar stetig ist, aber an der Stelle r, einen Tangenten- 
sprung 4; hat. 

Das unbe«sueme Zeiehnen von Sinuskurvenstücken kann vermieden werden, wenn 
man ein Kreisdiagramm benutzt und beispielsweise im Falle I folgendermaßen verfährt. 

Ausgehend von einem schon zum Voraus möglichst gut abgeschätzten Näherungs- 
wert von x (man wird ihn im Falle I ungefähr bei z 2 oder 37,2 oder 57,2 usw. zu 


suchen haben) schlage man um © (Abb. 4) einen Kreis vom Halbmesser A=[r. — ro und 
trage auf seinem Umfange die Strecken # (r, — r;—ı) ab, beginnend beim wagerechten 
Durchmesser. Dieser Kreis mag der Meßkreis heißen. Die zugehörigen Zentriwinkel 
seien mit %; bezeichnet. (Zweckmäßigerweise wählt man die Strecken ", — r;-ı gleich 


eroß, so daß auch alle w, unter sich gleieh werden und also nur ?", aufzuzeichnen ist.) 

Sodann schreite man vom Anfangspunkte 7%, mit der Ordinate 0 (entsprechend der inneren 

Randbedingung) auf diesem Kreise fort um den Winkel ”', bis zum Punkte Z7ı,, der dann 

die Ordinate A sin w, hat, wofür man auch 7 sin | nn .c rn) schreiben könnte, falls man 
h 


/] 


setzte. Der Bogen Zu #ı stellt also in seinen Ordinaten als Funktionen des 


l' 
Azimutes w die Lösung (25) für die ersta Teilscheibe vor. 
Sodann fälle man von 7, das Lot A, B, auf die senkrechte Durchmesserachse des 


. . . . a . . s rr h AR 
Meßkreises; dieses l,ot besitzt die Länge A cos Y",, und dies ist so viel wie —( 


7 1 —0 
Schneidet man demnach auf dem Lote vom Fußpunkt B, gegen 2, hin die Strecke 
. .. 7 } dR “ . 
Bı # qı (Bı RK) ab, so ist gemäß (285) BR = — \ ‚ und folglich stellt der Punkt 
H ar } 0 


/?, den Anfang der Lösung (25) für die zweite Teilscheibe dar. 

Jetzt schlage man um O0 einen Kreis durch 7}, und schreite auf dessen Umfang in 
dem anfänglichen Sinne um den Zentriwinkel W, fort bis zum Punkte AR,: dann stellt der 
Bogen A, Aa die L.ösung (25) für die zweite Teilscheibe vor. Der Uebergang zum An 
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Abb. 4. n 


fangspunkte A, der dritten Teilscheibe geschieht in ganz entsprechender Weise vermittels 
des Lotes B,Ry =  (B; R; 

So fortfahrend gelangt man schließlich zum Endpunkte ZA, der letzten (äußersten) 
Teilscheibe. Liegt AR, auf dem senkrechten Durchmesser, so ist die Randbedingung 
AR/dr = 0 am Außenrande gerade erfüllt und der gewählte Wert von x ist richtig. 
Andernfalls muß die Konstruktion mit einem besseren Werte von # solange wiederholt 
werden, bis die Randbedingung wirklich erfüllt ist oder # wenigstens durch Interpolation 
bestimmt werden kann. Die Durchführung gelingt sehr rasch und in der Regel nach 
ganz wenigen Versuchen, wenn man, um sich das Abgreifen der zu den Zentriwinkeln ; 
gehörigen Kreisbögen A; —ı /; zu erleichtern, Polarkoordinaten-Millimeterpapier verwendet. 
Man kann dabei natürlich auch vom Außenrand zum Innenrande fortschreiten. 

Im Beispiele der Abbildung 4 ist sogleich der Eigenwert #, zweiter Ordnung er- 
mittelt worden. In etwas veränderter Weise ist dann in Abbildung 5 auch noch der 
Kieenwert x, erster Ordnung bestimmt, und zwar so, daß für die Teilungen im Verhältnis 

ein Maßstab auf der wagerechten Durchmesserachse zu Hilfe genommen wird; an die 
Stelle der Lote P;R; und PB;R! sind hier die Strecken VC; und O0} 4 (0C;) getreten, 
deren Endpunkte (; bzw. €’ mit den Punkten AR, und 7 durch Lotungen zusammen 
hängen. 

Zu den Fällen II bis V ist noch folgendes zu bemerken: Bei II muß der Anfangs 
punkt A, und der Endpunkt A. je aui den wagrechten Durchmesser fallen. Bei III 
müssen beide auf dem senkrechten Durchmesser liegen. Bei IV bzw. V wird man vom 
Außenrand aus auf dem senkrechten Durchmesser beginnen und hat # so zu wählen, daß 
remäß der inneren Randbedingung (13) bzw. (16) der Endpunkt AR, auf den Fahrstrahl 

42 2 
mit dem Azimut arctg (az) bzw. arctg (a* . -) fällt; denn das Azimut irgendeines Fahr 
strahles ist, wie vorhin gefunden, gegeben durch 


hdR 
arctg | I: ) 


H dr 
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Daß dieser Fahrstrahl von dem probeweise gewählten Werte x abhängt, verursacht keine 
wesentlichen Schwierigkeiten. Die Eigenwerte höherer Ordnung ergeben sich auch hier 
in ganz entsprechender Weise 
Aus dem jeweils gefundenen Eigenweıte x folgt schließlich die gesuchte Frequenz 

10) der stehenden Schwingungen Im Beispiel des Profils Abb. 3 findet man gemäß 
den: Ergebnis der Konstruktion in Abb. 4 und 5 bei einer Stahlscheibe (( = 850000 
kg/qgem, ® 7,55 - 10" kg sek’/cm') für den Fall I die Frequenzen 

€] 9200/2 z sek, & 50500/2 z sek. 

Die Zahl der Impulse infolge der periodisch wechselnden Beaufschlagung der Schaufeln 
bei Dampfturbinen kann sehr wohl ven der gleichen Größenordnung sein, so daß 
tesonanzen tatsächlich im Bereiche der Möglichkeit liegen. Ohne Zweifel sind manche 
sonst unerklärlichen Störungen im Betriebe solcher Turbinen auf Resonanzen dieser Art 
zurückzuführen 430 


Beiträge zur Entstehung der Turbulenz. ’ 
Von ©, TIETJENS in Ööttingen. 


urbulenz ist nicht nur in Röhren und Kanälen beobachtet worden, sondern auch bei 
Strömungen einer Flüssigkeit längs einer Wand. Eine Voruntersuchung beschäftigt 
sich mit der Frage der Stabilität oder Labilität einer reibungslosen Strömung 
längs einer ebenen Wand, deren Geschwindigkeitsprofil von einer solchen Art ist, wie es 
durch die länger andauernde Wirkung einer kleinen Reibung erzeugt werden kann. 
Nach dem Vorgang von Lord Rayleigh‘) ist dabei statt eines stetig gerundeten Profils 
ein aus geraden Linien bestehendes »geknicktes Profile angenommen, da den Rech- 
nungen für ein gerundetes Profil bisher unüberwindliche Schwierigkeiten entgegenstehen. 

Mit Rücksicht auf die Veränderungen, die 
das Geschwindigkeitsprofil durch Beschleuni- 
gungen und Verzögerungen des Flüssigkeits- 
stromes erleiden kann, wurden Profile von der 
in Abb. 1 dargestellten Art untersucht. 

Diesen Flüssigkeitsströmungen seien relativ 
zur Hauptströmung U(1,) kleine Zusatzgeschwindig- 
keiten mit den Komponenten «, v® überlagert. 
Setzt man nun die Flüssigkeit mit dem in einem 
gewissen Zeitpunkt erhaltenen Profil für die Folge 
als reibungslos voraus, so läßt sich mit der Me- 
\bb. 1 thode der kleinen Schwingungen zeigen, daß die 




















Die vorliezende Abhandlung stellt eine zekürzte Darstellung der Göttinger Dissertation des 
Verfassers 1922 (Referent: Prof, Dr. L.Pranitl) dar und bringt die Einzelausführungen zu dem in dieser 
Zeitschrift erschienenen ‚Jenaer Vortrag von Il. Prandtl, Bemerkungen über die Entstehung der Turbulenz. 
Diese Zeitschr. 1, S, 431 bis 436 (1921 und Phys. Zs. 23, (1922) S. 19 bis 25. 
fluid motions. II. Proc, Lon. math. 


Lord Ravleigh, On the stability or instability of certain 
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Zusatzgeschwindigkeiten die Störungen in gewissen Fällen mit der Zeit abklingen 


Stabilität), in anderen Fällen hingegen zeitlich anwachsen (Labilität). 

Dabei ergab sich, daß die Form a und 5 einer stabilen, die Form ce einer labilen 
Strömung entsprach. 

Daraus wurde geschlossen, daß vorbehaltlich einer etwaigen Korrektion durch die 
Flüssigkeitsreibung die stetigen Profile mit Wendepunkt, die bei Verzögerung der Strömung 
auftreten, Labilität ergeben. Die Turbulenz der Grenzschicht bei Kugeln und anderen 
rerundeten Körpern, bei denen vor der Ablösungsstelle Verzögerung der Strömung auftritt '), 
ist wahrscheinlich so aui diese Weise zu erklären. 

Um die Wirkung der Zähigkeit abzuschätzen, wurde ein im folgenden näher 
beschriebenes Verfahren ausgearbeitet, das die niedrigste Ordnung der Reibungsglieder in 
den Gleichungen zu berücksichtigen gestattet. Die ursprüngliche Absicht dabei war, die 
Dämpfung zu berechnen, die die Reibung der ohne Reibung vorhandenen Labilität ent 
seeenstellt, um so die Grenze abzuschätzen, unterhalb derer die Labilität verschwindet, 
und also die Grenzschicht an der Körperfläche laminar bleibt. 

Wider alles Erwarten ergab diese Rechnung aber, daß die Zähigkeit nicht nur 
keine Dämpfung, sondern sogar ein Labilwerden auch der Profile @« und b bewirkt; aller- 
dings ist das Anwachsen der Störung in diesen Fällen nur schwach im Vergleich zu dem 
im Falle c. Die ganze Fragestellung wurde durch dieses Ergebnis aber gänzlich verschoben. 
Die Rechnungen unter Berücksichtigung der Reibung sind im folgenden dargestellt. 


1. Aufstellung der Differentialgleichung für die Grenzschicht. Als Störung, 
die sich der Hauptströmung U(y) überlagert, wird eine sinusförmige°’) Wellenbewegung 
angenommen: 

u=ertt fly), 
woraus sich die zu « senkrechte Komponente v» wegen der Kontinuität aus 
(IV 
u = 
] () Y 
ergibt. (k ist reell; n im allgemeinen komplex =r-+-is.) y 
Die Abhängigkeit von y ergibt sich bei Vernachlässigung der Glieder höherer 
Ordnung in u, » aus der Bewegungsgleichung für reibungslose Flüssigkeit zu: 
5 O2 y d?U 
(ZT | . ko) ® - 0), 
k OIy? dy' 

Ersetzt man mit Lord Ravleigh') das stetige Geschwindigkeitsprofil durch ein 

aus (reraden bestehendes, geknicktes, so daß innerhalb der einzelnen Streifen 


) 


Er l/ 
ee U) 
d ı* 
ist, so erhält man, da im allgemeinen // — »/k ; O0 ist, für jeden Streifen: 
ı)4 % 
. ri k "! =—U) Pr 
)y° 


mithin für jeden Streifen eine Lösung: 
v— ASinky+B6Goky, 
wobei sich die Konstanten A. B aus den Grenzbedingungen an den Streifenrändern ergeben. 
Die Gleichungen für diese Grenzbedingungen liefern eine Determinante, aus der sich 
"-+-?s berechnen läßt. 

Je nachdem s positiv oder negativ ist, nehmen « und v, die ja den Faktor e‘' haben, 
mit der Zeit exponentiell zu (Labilität, turbulente Strömung) oder ab (Stabilität, lJaminare 
Strömung). Nach dieser Methode sind einige Geschwindiekeitsprofile durchgerechnet 
worden und das Vorzeichen von s bestimmt. 

Bei Berücksichtigung der Zähigkeit stand von vornherein jest, daß nur Flüssigkeiten 
sehr geringer Reibung der Untersuchung zugrunde gelegt werden sollten, und zwar 


Ih, 1,. Prandtl. Der Luftwiderstand an Kugeln — Nachr. d. K.-Ges. d Wissensch. zu Göttingen 
14). 8 177. 
“, Daß dieses keine wesentliche Einschränkung des allzemeinen Falles bedeutet, hat O, Haupt 


zeigt: Sitzungsber. d. Bayr. Akad Heft II (1912). 
Lord Rayleizsh, Siehe Fußnoie auf S. 200, 
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als eine Näherungsmethode 1. Ordnung nur solche Flüssigkeiten, bei denen der Einfluß 
der Zähigkeit von der Größenordnung V»r'!) vorherrscht und Glieder von der Größenord- 
nung »v, »?.,. vernachlässigt werden können. 

ah Wie eine Energiebetrachtung zeigt, kommt nur die Wirkung einer so geringen 
Zähigkeit in erster Linie zur Geltung in einer schmalen Schicht in unmittelbarer Wandnäbe. 
Es ist dies gleichsam eine zweite Grenzschicht innerhalb derjenigen Grenzschicht, die durch 
den ersten Streifen des Geschwindigkeitsprofiles definiert wird. In dieser schmalen 
Grenzschicht 6, die von der Größenordnung V»/n ist (Vrin = Länge), vollzieht sich durch 
die Zähigkeitswirkung der Uebergang der endlichen Geschwin- 
digkeiten an der Wand, die der reibungslosen Rayleigh- 
Schwingung entspricht, auf Null, gemäß dem zu fordernden 
Haften der Flüssigkeit an der Wand. 

Wie bei der Prandtlschen Grenzschicht-Theorie kommt 
es auch hier darauf hinaus, daß nur der Teil innerhalb dieser 
Schicht Ö als reibende Flüssigkeit, das übrige aber als reibungslos 
aufgefaßt werden kann. 

Die Geschwindigkeitskomponenten «, v der zähen Flüssig- 
keit setzen sich zusammen aus denen der Hauptbewegung U (y), 
aus den Koniponenten der Störungsbewegung soweit sie reibungs- 





frei gedacht ist z, v, sowie innerhalb der Grenzschicht d aus den 
Abb. 2. Komponenten der Zusatzgeschwindigkeiten u*, v*, welche dem 
durch die Zähigkeit bedingten Haften der Flüssigkeit an der 
Wand Rechnung tragen: 


u=Uly)+u+u, v—=dv—+ v" 
Berücksichtigt man in den Navier-Stokesschen Gleichungen die Vernachlässigung 
der Glieder von der Größenordnung »,»v?... usw., wie auch die Vereinfachungen, die 


sich aus der Grenzschicht ergeben (Yrv/n w ö < 1), so erhält man unter der Voraussetzung 
sehr kleiner Schwingungen u << U die Prandtlsche Grenzschicht-Gleichung: 


Our ‚Ou* OU 0° ur ? 
Hl + v” >) — 
of OX Oy Oy* 
j \ s ,Ou 0 : 02 0% ui 
(denn innerhalb der Grenzschicht ist £ 4 u; und bei festem x auch - . < i 
OX Oy oy ud y“ 
i . ad! / . 
Setzt man noch U = ‘y und bildet die Ableitung nach 7/,, so ist, wenn man 
dy s 
berücksichtigt, daß 
(I) u*R Ov? : (8 ur AU O- uf aLErE 
ui —=() ist, + 2 =» - 
an O'y votoy dy UzU0y I3my” 
. yr a... Y . M yp oO vu . - y a Pr 
und bei Einführung der Stromfunktion «* = und vo" = ‚wo P= er" f(y) ist: 
Oy ıı 
()3 ıp Al ()3 p ı)$ ıp 
—— sy . 
3toy“ dy m d)a Oy“ Oy* 
Setzt man noch: 
ı)2 ıp 
„merkt 'q (y), 
Ei 
so ergibt sich die Gleichung: 
1 ' aU , 
I Weir” kyon)a(y er PN 
dy 


Da die weitere Betrachtung sich hauptsächlich auf die Vorgänge in der schmalen 
Grenzschicht Ö erstreckt, ist es praktisch, die zur Wand senkrechte ,-Koordinate zu sub- 
stituieren durch 


7 Zähigrkeitskoeff. 
= kinematische Zähigkeit = v. 


Oo Dichte 
I, Prandtl, Verhandl. des III. int. Math Kongresses 1904 (Heidelberg), Leipzig 1905. S. 484 
oler Th. v. Käirmän, Ueber laminare und turbulente Reibung, diese Ztschr. 1. (1921), S. 235. 
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Für sehr große 7 (geschrieben: =») kann y also noch immer beliebig klein 
sein, wenn nur » genügend klein genommen wird. 


In 7 geschrieben, ergibt sich für die obige Gleichung (1) 
Eu 3 DE N 5 ee RR 
Führt man weiterhin als neue Variable ein: 


dU du h 


dy dr n 








so läßt sich die Gleichung schreiben: 
IE . er 
Ehe jedoch diese nicht ganz einfache Differentialgleichung, die auf Besselsche 
Funktionen führt, allgemein untersucht werden wird, ist es empfehlenswert, einen Spezial 
fall vorher zu betrachten. 


2. Vereinfachung der Differentialgleichung durch Annahme einer relativ 
großen Phasengeschwindigkeit der Störung. Nimmt man den Fall an, daß die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Störung in der x-kichtung 

V—Ne(t)-i 

k k 
so groß ist, daß die Schicht, deren Geschwindigkeit U mit U” übereinstimmt, schon reichlich 
außerhalb der betrachteten Grenzschicht liegt, und ist y* die Ordinate für U = U”, so ist 


Rs 


AGEE AU 
mit U” == . 
dy 
dU i } 
! nn 
zn Y x’ 
ist jetzt 6 < y”, so wird i 
daUuU 
ky<r, 
{ Y 


da in dem für Gl. (1) praktisch in Betracht kommenden Gebiet 0 <y< md ist (m = mäßig 
oroße Zahl). Da also ö—Vv/r ist, kommt es darauf hinaus, daß 


aU 4 yv d U 2 
E- - < 1 
d Y 4 1‘ d Y h u®3 
ist. Unter dieser Voraussetzung geht die Gl. (1) näherungsweise über in: 
ee : rate 
mit der Lösung: 
| 
p(n) = konst.e }? Er 


Das Vorzeichen ist so zu nehmen, daß der reelle Teil des Exponenten negativ 
wird, damit die Exponentialfunktion mit wachsendem n abklingt. Die Konstante ergibt 
sich aus der Bedingung, daß für 


sein muß, d. h. ' 
(Zi () — U 
ist die Zusatzgeschwindigkeit mit der Bestimmung, die Geschwindigkeit der Rayleigh- 


Schwingung an der Wand (2%) aufzuheben, um dadurch die Grenzbedingung des Haftens 
an der Wand zu befriedigen. 


Hat also die Ravleigh-Schwingung an der Wand (7 = 0) die Geschwindigkeit: 
! kr _ nf 
w=(Ce s 


so ist die obige Konstante so zu bestimmen, daß 
N 


/ 
ut = Cel! ve 


\ 6 
MNe'nik) = Reeller Teil von nIk. 
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ist. Wegen der Kontinuität bringt die Zusatzbewegung u” auch eine Zusatzgeschwindig- 
keit ©" hervor 


Aus uU vo 
14 —ıt 
( U 
jolot 
> l l N) 
ku oder — ıKk u 
‚7 
Mithin, da für =0 auch *"—=0, 
| 
4 ’ 
, » 
? N ( ], | y2 ) . 
"ür große Werte von n (geschrieben: „= =) nimmt »* den asymptotischen Wert: 
| 
? ( I 
) ’ 


an. Für eine reibungslose Flüssigkeit ergibt sich nach dem Vorherigen 


Ü A Ssın k / — B (Sn / / 
und, da für 0 auch =0, v—AGSink 
Wegen ereibt sich also , 1. 
yyr 
Mithin: M, ' iA. 
so daß man schreiben kann: 
1 + 
! A [i 


Nach einem Vorschlage von lIrn. Prandtl ist jetzt ein formaler Uebergang von 
der zähen Flüssigkeit zur reibungslosen möglich. Die Zusatzgeschwindigkeit v* rührt 
davon her, daß die Geschwindigkeit » in der Nähe der Wand durch die Zähigkeitswirkung 
abgeändert wird. Nimmt man nun an, daß die Geschwindigkeit ©” bereits an der Wand 
vorhanden wäre, die Geschwindigkeit im übrigen aber so wie bei der reibungslosen Be- 
wegung verteilt sei, so wird damit die Zähigekeitswirkung der Grenzschicht auf das Innere 
der Flüssigkeit ausreichend berücksichtigt 


3. Einige spezielle Geschwindigkeitsprofile. Mit dieser Aenderune der Grenz 
bedingungen wurde die Rechnung für mehrere Spezialfälle der Geschwindigkeitsverteilung 
der Hauptströmung durchgeführt. 

Vorausgesetzt ist also immer, daß die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Störungs- 
schwingung groß genug ist, so daß die oben erhaltene Lösung (5) der Differential- 
eleichung (4) als Näherungslösung der Besselschen Differentialgleichung gelten kann. 

In den gerechneten Fällen Abb. 3 bis 5 ist der Gang der Rechnung der, daß nach 
Ravleigh die lösungen der Differentialgleichung für reibungslose Flüssiekeit für die 
einzelnen Streifen aufgesteilt, und die Konstanten unter Berücksichtigung der neuen 
Grenzbedingungen an den Wänden bestimmt werden. 

Die Bedingungsgleichungen, die das Verhalten der Strömung an den Wänden und 
an den Streifenübergängen charakterisieren, ergeben dann ein System homogener Glei- 
chungen, dessen Determinante verschwinden muß; dies ergibt eine Gleichung für n von 
dem Grade, als das Geschwindigkeitsprofil Streifen zählt (in unserem Fall also 2 bzw. 3). 

Setzt man in der Gleichung für r, die nach Potenzen von V» entwickelt ist, 

n to m 11, 
wobei sich »» auf die reibungslose Flüssirkeit ( 0) bezieht, n 
die Reibung darstellt, so erbält man unter 


also die Korrektur durch 
alleiniger Berücksichtigung der ersten Potenzen 


von | ’, wenn man 
setzt, für sı in den einzelnen Fällen (0 0 
uyı Ig’rcbı Kt UV ı Id, kb 
Abb. 3..:... & Ä i AD. 8.5 a Ei 
t ) ) 
J | | 2 by“ V ng 
N J ] N \? f } N ‚ (512 kb b 
Abh Eu 1 Pause \ Abb. 5....ı = & Be a he 
| ER (p1° 2 } N . 4 | 9) by 2 01-7 bj V na 
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Abb. 6 \bb. 7 
Beim Geschwindigkeitsprofil Abb. 5 sind die beiden Fälle untersucht, daß für ein 
. . Sy . . . . . v . . 
bestimmtes v an den beiden Geschwindigkeitsknicken die Werte von v einander gleich . 
oder entgegengesetzt sind: es entspricht dieses den Schwingungsbildern von Abb. 6 und 7. | 
Für das Geschwindigkeitsprofil Abb. 4 ergibt sich für n: 
rr 9% \ 1] 
Ht No —+ N 3 k b; 1 t t (1! 14 | + e| | Z k ) . . # 
7 | | 
& ws nn 


J 

Auf den Abb. 8, d, 10, 11 ist für die Spezialfälle Abb. 3, 4, 5 der Zusammenhang 
des Zeitfaktors n mit der Welienlänge graphisch aufgetragen und- zwar, um eine Be 
ziebung zwischen dimensionslosen Größen zu erhalten: 


bi . yo . . bı” a | .. . . . .y \ 
no° (reibungslose Flüssiekeit), Sı | - Flüssigkeit geringer Reibung) 


als Funktion von kb,. (Gerechnet wuı 





mn nn om m nn 
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Es ergibt sich hier das eingangs erwähnte gegen alle Erwartung sprechende 
tesultat, daß sı, der imaginäre Teil des Faktors von f in 


N ı f TI $ 
{ { —f er 


in allen Fällen positiv ist, und zwar für alle Werte von %k, d.h. für alle Wellenlängen. 
= 2n/k). 
Die Einführurg einer geringen Zähigkeit zu einer sonst stabilen Strömung einer 


reibungslos gedachten Flüssigkeit ergibt also für alle Wellenlängen eine Anfachung der 


[R 
Störungsschwinrgung, d.h. Labilität der Strömung (Turbulenz). 


r 


Das Krgebnis dieser ganzen Rechnung, daß die Einführung einer geringen Zähig- 
keit statt einer Dämpfung eine Anfachunrg der Störungsschwingung zur Folge hat, steht 
so sehr im Widerspruch zu den bisherigen Anschauungen über die Wirkungsweise der 
Zähigkeit, daß man sich fragt, ob nicht ein Fehler entweder in den Voraussetzungen 
oder in der Rechnung unterlaufen ist. 

Was die Rechnung anbetrifit, so ist zu sagen, daß dieselben Resultate auch auf 


g 
anderen von den angegebenen ganz unabhängigen — Wegen gefunden sind, hier also 
wohl alles in Ordnurg ist. 

Was die Voraussetzungen anbelangt, so sind — abgesehen von den geknickten 
(reschwindigkeitsprofilen, über die später noch zu sprechen sein wird die Verein- 


fachungen, die aus der Annahme einer sehr geringen Zähigkeit sich ergeben, wohl ein- 
wandfrei. Es bleibt also die Voraussetzung zu prüfen, daß die Phasengeschwindigkeit 
der Schwingung so groß ist, daß die Schicht der HHauptströmung, die diese Geschwindig- 
keit besitzt, schon weit außerhalb der betrachteten Grenzschicht Ö liegt. 

Eine gewisse Willkürlichkeit läßt sich dieser Annahme nicht absprechen. Die 
folgende Ueberlegung soll zeigen, ob und in welcher Richtung die bisherigen Resultate 
abreändert werden, wenn diese Voraussetzung fallen gelassen wird. 


4. Lösung der vollständigen Differentialgleichung der Grenzschicht. Für 
den Speziallall Abb. 4 ergab sich nach Gl. (6) für nı 


l 9 I+i, 2 
N - + { Ö] — f ' K y 
{ } = n 
so daß man unter Benutzung von 
1 + ] . U kb, © 
p_* A k schreiben kann: nn =en-+?:Ssı = - E Ze - 
| > n bj A 
Ist zu irgendeiner Zeit A reell, so ergibt sich ein Phasendiagramm der Schwin 
gung, wie in Abb. 12 gezeichnet. Der imaginäre Teil von nı — d.i. der negative 
imaginäre Teil von ®,* ‚ der über Labilität oder Stabilität entscheidet, ist positiv, also 
Anfachung der Störungsgeschwindigkeit. Es müßte eine Drehung von v,* um mehr als 
I5"’ im Uhrzeigersinn erfolgen, damit s, negativ wird. 


Setzt man in der vereinfachten Differentialgleichung 
g" (mn) 2 gl 


' 


(J / H- N uw, Si) wird I _ ı us m—— I; 
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und als Polardiagramm erhält man gemäß der Lösung Gl. (5) eine logarithmische Spirale 


entsprechend Abb. 15. 


hF 








———— — Bo ER 
F 








4 7: 
v (74 #20 Z72) 
= 
Abb. 12, Abh, 13. 


Die vollständige Differentialgleichung 


AU k 
. n l 
4 SAH k . i dn n 
gın)=ı ( Ei (7) o.er mi! . 
\dr n = k 
dr n 
geschrieben VD" (z)=iz®$(: 


ergibt, wenn man wieder D —- 47 +37 setzt: 
VW, 7 — gl, 

Die zeichnerische Diskussion dieses Gleichungssystems liefert bier ein Polar- 
diagramm vom Typus der Abb. 14. Der Wendepunkt entspricht der Stelle 2 —= 0. 

Wird diese Abbildung in verschiedenen Maßstäben gezeichnet und durch passende 
Drehung der Anfangspunkt mit dem von Abb. 13 zur Deekung gebracht, so ergibt sich 
Abb. 15, die zeigt, wie die Lösung für kleines U°, also auch für kleines ” in die frühere 
l,ösung für großes U” übergeht. x 

















WERFOF LEE Br, Y 
\ Aeineres 2 
größeres rn 
Abb. 14. Abb. 15. 


Wie eine nähere Untersuchung zeigt, kann man aus dem Verhalten der Polar 
diagramme Schlüsse auf die Phase von v,* ziehen; und zwar ergibt sich, daß aus der 
Verfeinerung der Theorie bei Annahme einer kleinen Phasengeschwindigkeit U? tatsäch- 
lich eine Drehung des Phasenvektors v,* in der Richtung eriolgt, die Stabilität ver- 
muten läßt. 

Durch unsere Substitution 


dU Kk 
7 | 
( r n „ \ 

2 — _ echt (n)=r/ing(n) 
p> er o / ) J ) 
dar n 

über in: vn (n\ . 
F'(?)= u. cin, 5 
3 


Als Lösung von (3) ergeben sich die Besselschen Funktionen mit dem Parameter ' 


D, (2) = 2’: J1]; (?/3 V — i2°), D; (2) = z'rJ_ı (*/a V 2") 


’) 


——  ymm mn 


Dr nu un 


—n 
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so daß sich als Lösung von (7) ergibt: 
| ; e Ä 
Lı (: ri db, (t)(z dt konst:, » 2 konst.; 
dl 
| Yn) 
! 
L; |z R «D) z — ti dt + konst 2 + kKonst.; 
ya : 
dı r 


\lithin hat man als allgemeine Lösung von (7), wenn man setzt: 


i 


Fi, : IDı,2 !\(2 !)dt, 
1 


wobei die untere Grenze noch ofien zelassen ist: 


F » aF BE Be 1 


Grenzbedingungen 


' } [4 | f 
) X ? } k 27 1 — k ? I 5). 
Setzt man nun in FF, und /% als untere Grenze %, ein, so ist: 
F 2) !’ı =— de P 2 + d: 
also: B— 0% 
d 
U, Vn) 
1 it 4 
und 9 
Mithin ist, wenn noch a to und D - ß gesetzt wird 
71 
("" xvn) 
dr? 


Andererseits ist die Lösung von (5) auch gegeben durch die Hankelsche Funktion 
erster und zweiter Art von dem Parameter ' 


db; (- 2" I, (! I iz’). D,;(z z'» Hı, (2; V —iz°) 


Bezeichnet man wieder: 
F'. IP;,; / Od, 


so ergibt sich als zweite alleemeine Lösung von (7 


F'2 — —— F' + l) F'; -—.:.2 d 
AU Us 
BERN 
Setzt man als untere Grenze in F, und A y—=©, 850 ist 
AU 
L | ’ 
(“x yn) 
/ L U arF;,(« bHF nn) + ı 
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Da in F, = (th A” ( Vuidi 


J 


der Integrand mit wachsendem ? wegen des negativen imaginären Teiles des Argumentes 
beliebig groß wird, so muß 


a () 
sein. Wegen des Verschwindens von «,* muß auch = 0 sein 
Man hat somit einerseits: 
AU } a 
( h | n 
dr 3 
F zZ = 1 lo 44 Fi m 16} I; 2 20) 
V» 
und andererseits, wenn b)=— Bw und d= — Du, gesetzt wird, 
dl! ‚ /3 
| k V n ) 
d 7 z i 
F (z =e = Uo (B F'; t D j P i r j Y). 
Vv 
Ks ist u yo 
ce" —=klı F(z bezw. v"—k/lık 
und dl 1/3 AU ' 
( IA | n ( k | n ) 
d n] ä d r E 
v'— F (z) bezw. u” = F (2). (9) 
Z Vv 
Für die noch zu bestimmenden 4 Konstanten «, 5, B, D hat man die Bedineungen 
| ’ » » ’ 
daß an einer im Konvergenzgebiet beider Entwicklungen ‚d.h. sowohl der von 


Jı, —-ı., als auch der von Hı,,(l, () liegenden Stelle z = z|, sowohl die Potenzentwicklung 
vom Ursprung wie die asymptotische Entwicklung ein gleiches v* und «* ergeben müssen. 
Ferner müssen die Funktionswerte sowie die Tangenten der Kurven vom Nullpunkt 
(lineare Kombination von ®P, und “;) mit den entsprechenden Werten der asymptotischen 
Kurve P, übereinstimmen. } 


Das gibt das Gleichungssystem: 


aFı (zı ' pP F% 2] ri —ua=BF, 1.2 


2 \<ı) 
eF (a) +BR (a)+1 —- BF! (2) | ER 
a Fı" (zı) +B Fr" (zı) — BF,” (z,) \ . 
(£ Fi" 2) t [67 (z = B er (Zı) 
Es ist: t=kirF(») 
Aus: dl 
(-— kyn) 
F(z\ = w(BI/,+D) 
yı 
ergibt sich, da Fi, =0 fürz =», 
/ & ) —— / cd Un D 
Al n V 
dr ) 
Mithin, unter Berücksichtigung von = C=:ÄA 
Vi 
U = 11 : A . k i I) 
( 
k ? 
; r ) 
Erweitert man mit: 
1 
2 r l ) 
pr | \ 
d n n 
so ergibt sich: we ıV u 
? . — L 20 ° e It. 
Bezeichnet man: Y—%:D=-p+tig, soist: v,*=-—Alp+ig)kV rin. 


—— u 


—— 
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einen anschaulicheren Ausdruck zu 


(11 


den (@uotienten zweier (reschwindigkeiten '). 


Es ergibt sich also die Aufgabe, die komplexe Konstante D aus dem Gleichungs- 


zu berechnen. 

Zu diesem Zweck 
wurde das obige Glei- 
chungssystem für einzelne 
spezielle Werte von 2, auf- 
gestellt und nach D auf- 
grelöst ° 


svstem (10 











Abb. 


l 6, 


Schluß ‘der Abhandlung). 


Die Werte von sınd an die 


tür 


je 








— mi 


Die erste Gleichung 
von (10) erhält man durch 
zweifache Integration der 
Besselschen bezw. Han 
kelschen Funktionen; die 
sa zweite Gleichung durch 

| einfache Integration; die 
dritte Grleichung stellt eine 
lineare Kombination der 
Besselschen bezw. Han- 
kelschen Funktion selbst 
dar; die vierte Gleichung 
ergibt sich durch Diife- 
rentiation der Besselschen 
und Hankelschen Funk 
tionen. Die Integration 
‚ der Besselschen Funk- 
{| tionen geschah gliedweise, 
die dr Hankelschen 
Funktion graphisch. 

Abb. 16 zeigt das 
Resultat der numerischen 
Rechnung: den Zusammen- 
hang von p und g mit x. 
(Vergl. die Zahlentafel am 


—2,0 


| 
1} 
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Kurve angeschrieben. 


IU 1 
‚wird nach (2 


Kı 


(1rÖ 


limensionslose 


die Werte: -— 
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Für den oben behandelten vereinfachten Fall U’ relativ groß, hatte sich ergeben: 


Dieser Ausdruck muß sich in der jetzt durchgeführten allgemeinen Rechnung 
natürlich als Spezialfall wiederfinden. 

Für großes U’ d.h. nach (11) für großes — 2, muß das v„ der allgemeinen 

Rechnung nach dem der speziellen konvergieren, oder die p und q Kurve (als Funktion 

i 

von 2,) müssen den asymptotischen Wert — , haben. Daß dieses der Fall ist 


) 
‘) 


erkennt man aus der Zeichnung Abb. 16. Die Kurve ließ sich wegen der schlechten 
Konvergenz der Reihe für große — 2, nicht weiter fortsetzen: doch zeigt das Polar- 
diagramm, daß ein dringendes Bedürfnis zur Berechnung weiterer Punkte nicht vorliegt. 


5. Einfluß auf die in 3 behandelten Geschwindigkeitsprofile. Es fragt sich 
jetzt, wie werden die in 3 erhaltenen Resultate sich ändern bei Benutzung dieses neuen 
Wertes von v. ? Wird in gewissen Fällen Stabilität eintreten oder nicht? Es kommt 
natürlich wieder darauf an, den imaginären Teil von ,, d.i. sı als Funktion von / zu 
ıntersuchen. Geht man mit dem neuen Wert von 


vo, = — Alp-ig)k | 
n 
in den Ansatz der Rechnung für die Profile Abb. 4 und 5, so erhält man: 
v\ kb, kb 2 
ABA... . sg dr (Abb. 17), 
bı” Vno 
int2ye kb 
; Soj: bi 
- re ug, Beten, ( 18), 
bi? Go?2rH Vom 


UVv Goi2xkı, Kb |, 
6° Goi’ro Vxo 
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Abh. 17. 





Es ist zu berücksichtigen, daß q für ein bestimmtes » eine Funktion von % ist. 


Denn da g eine Furktion von 2, ist und nach (2) 


I 


re V ») 


\dr 


zo = 


—— en une 


nn mn en 


m 








\ RE ir Ztschr. f. angew. 
12 'ietjens, Beiträge zur Entstehung der Turbulenz Matlı. und Mech. 


ist, so ist für ein bestimmtes »v der 
A u u DE a zn BE ) Wert von g eine Funktion von n, k"s. 
| | \ Da ferner m, eine Funktion von kb 
| ist (vergl. Abb. 9, 10, 11), so ist für 
ein bestimmtes » die Größe q eine 
Funktion von kb,. 


Setzt man Ü=1 und b, =1, 
so ist g auch für eine bestimmte Rey- 
] } 
' > \ | . . 
noldssche Zahl A= eine Funk 


tion von %k 





10 n ” a 
1 /&5 | 
| vu | TER 
1} 
| u. 




















I 
IR: . + + + an Ab, J 
[74% s] rn 7 
7422027) | ui 
Abh “ Abb. “nA 


Der Zusammenhang von s;ı und k für eine Reihe Revnoldsscher Zablen ist für 
die einzelnen gereehneten Geschwindigkeitsprofile auf Abb. 17, zugehörig zu Abb. 4 und 
Abb. 18 und 19, zugehörige zu Abb. 5, graphisch aufgetragen (U—1, b =1). 

Die Werte von sı nach der einfachen Theorie sind gestrichelt eingetragen. Sie 
geben tatsächlich die Grenze für große k, d.h kleine Wellenlängen richtig wieder. 

Man sieht zwar aus den Zeichnungen, daß für gewisse sehr große Wellenlängen 
(kleine k) sı negativ ist, d. h. eine Störung mit 'solcher Wellenlänge stabil ist und mit 
der Zeit abklingt, daß es aber für alle Revnoldsschen Zahlen immer Wellenlängen «ibt, 
für die sı positiv ist, also für die Labilität herrscht. Da nun jede Wellenlänge als 
Störung auftreten kann, so ist das früher erhaltene Resultat durch die Verfeinerung der 
Iheorie im wesentlichen nicht geändert: unter den gemachten Voraussetzungen ergibt die 
Methode der kleinen Schwinrgungen für alle Reynoldsschen Zahlen Labilität, d. h. die 
beobachtete Stabilität der Laminarströmung kann auf diesem Weg und unter diesen Vor- 
aussetzungen nicht erklärt werden. Es ist also an unseren Betrachtungen noch irgend 
etwas nicht in Ordnung. In diesem Zusammenhange muß noch auf einen wichtigen Um- 
stand hinsichtlich der Gültigkeit der sı-Kurven hingewiesen werden, darauf nämlich, daß 


die Kurven von einem bestimmten kb, an nach kb 0 hin fraglich werden (in der 
Zeichnung Abb. 17 durch ein gekennzeichnet). Die folgende Rechnung zeigt, wie diese 


Gültigkeitsgrenze für unsere Rechnung gewonnen wird. 


6. Die aus der allgemeinen Lösung folgenden Einschränkungen der 
Resuliate. Eine wesentliche Voraussetzung der ganzen Untersuchung war die, daß 
innerhalb der Grenzschicht, in der die Zähigkeitswirkung zur (reltung kommt, !U/dy 
-konst. ist, d. h., innerhalb des ersten Streifens muß die Zusatzgeschwindigkeit, die das 
Haiten an der Wand bewirkt, bereits vollständige abgeklungen sein. Abb. 20 zeigt den 
Verlauf des reellen und imaginären Anteils der Zusatzgeschwindigkeitskomporenten u*. 
Bezeichnet, wie bisher, 5, die Streifenbreite, so muß für solche y, bei denen die durch 
die Reibung bedingte Zusatzgeschwindigkeit u“ noch irgendwie merkliche Werie hat, 
yb, 1 sein. Diese Forderung ermöglicht es, eine untere Grenze des Gültigkeits- 
bereiches der sı-Kurve festzulegen. 
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Nach (2) ergibt sich v \ie ; 
Y "\2 20) 
al 
h 
d U 
also, da dU/ldy = U/b, ist, y a ar r 
by = I . “ r ad 
VR k bj 


Setzt man fest, daß für y—=, der Betrag von «* sich um höchstens 1 vH von 
dem Betrag der Störungsgeschwindigkeit überhaupt unterscheidet, so ist als obere Grenze 


0,01. 


U 


Wir setzen, was praktisch nicht viel ausmacht, 


nach (S) in Verbindung mit (0) ist 


F,'(z) wurde durch graphische Integration der Hankelschen Funktion bestimmt. 





Aus 0.01 
Bo) = | 
Fi (2 
ergibt sich dann eine Zuordnung von 29 
und z bzw. 2— 2 und z und damit für 
eine bestimmte Reynoldssche Zahl nach (12) 7, 
Ä hz 
} ws 
| 
17.0 
| | | be 
N! 
N 
1 
| 08 
ı\ 
N 
1970 
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\ ) I0 \hb. 21 
eine Beziehung zwischen 2 — 2, und kb,, und daraus noch eine für y/b, und kb, nach 


Formel (12). Aus Abb. 21 ist für eine Anzahl Revnoldsscher Zahlen für den Fall von 
Abb. 4 der Zusammenhang von y/b, und kb, ersichtlich. 

Die sı-Kurven der Abb. 17 werden also von dem kb, an fraglich, wo das zu dem 
entsprechenden kb, gehörige y’b, > 1 ist; die Kurve, die zu PD 125 grehört, also 
nahezu ganz. 

Wie aus dem Vorherzehenden ersichtlich, ändert sich auch nach Behandlung des 


allgemeinen Falles nichts wesentliches an dem Resultat, das oben für den speziellen Fall 
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erhalten worden war Auch jetzt ist die beobachtete Stabilität der Laminarströmung nicht 
zu erklären, geschweige denn eine kritische Reynoldssche Zahl zu bestimmen. In 
zweierlei Beziehung sagt aber die allgemeine Rechnung mehr aus als die spezielle. Ein- 
mal ergibt sich für eine bestimmte Revnoldssche Zahl ein stark ausgeprägtes Maximum 
der sı-Kurve, d.h. die Theorie gibt an, daß bei einer bestimmten Reynoldsschen Zahl 
eine Wellenlänge der Störung besonders günstige für die Entstehung und Ausbildung der 
















































Turbulenz ist. Vergl. hierzu die Zeichnung Abb. 22, auf der — wiederum für den Faljı 
Abb. 4 )/b, als Funktion von AR auigetragen ist, für den Fall, daß sı ein Maximum ist, 
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Abb. 22. b, Ab, 


Zweitens wird der Gültigkeitsbereich des oben gewonnenen Resultates nicht unwesent- 
lich eingeschränkt. Zwar wird auch jetzt eine negative Dämpfung, d.h. Anfachung der 
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Storunze 
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ae ) L 
festgestellt, allein für kleine Reynoldssche Zahlen (?R= etwa unter 200)') 


= 
oder für sehr oroße Wellenlängen ist diese Rechnung nicht beweisend. Für diese Fälle 
läßt die Rechnung die Entscheidung, ob Änfachung oder Dämpfung, d. h. ob turbulente 
oder laminare Strömung sich einstellt, oflen. 

Wie ist nun das Ergebnis dieser Untersuchung mit den gerade entgegengesetzten 
der bisherigen Theorien in Einklang zu bringen? 

Eine für die Vorgänge in der Grenzschicht wesentliche Voraussetzung ist, daß die 
l,aminarströmung als reibungslose Flüssigkeit gedacht der nicht konstanten Wirbel- 
stärke wegen —, gewisse ungedämpfte Wellenbewegungen ausführen kann. Diese Vor- 
aussetzung ist beim Couetteschen !all, der der theoretischen Erklärung der Turbulenz 
vewöhnlich zugrunde gelegt wird, nicht erfüllt. 

Schwerwiegender als die Unstimmigkeit mit den Ergebnissen der bisherigen Theorien 
ist der Umstand, daß auch diese Rechnung nicht der Tatsache gerecht wird, daß unter 
einer kritischen Reynoldsschen Zahl von etwa 1000 keine turbulente Strömung eintritt. 

Der Grunä dafür, daß die in dieser Arbeit entwickelte Theorie in diesem wesent 
lichen Pankte versagt, kann nur darin liegen, daß die Voraussetzungen, auf die sich die 
Rechnung aufbaut, nicht dem wirklichen physikalischen Vorgang entsprechen. Besonders 
die Annahme des z„eknickten Geschwindigkeitsprofils der Hauptströmung wird man für 
das ungenügende Resultat verantwortlich machen können. 


Dies würde in der gewöhnlichen Ausdrucksweise einer Reynoldsschen Zahl R= von 


800 entsprechen (wenn man etwa Abb. 5 zurrunde legt 
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Legt man der Rechnung ein: stetig gekrümmtes Geschwindigekeitsprofil zugrunde, 
so ergeben sich, wie schon Rayleigh bemerkt hat, an denjenigen Stellen, wo die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der Störungswelle mit der Geschwindigkeit der Hauptströmung 
übereinstimmt, für eine reibungslose Flüssigkeit singuläre Punkte, d.h. « wird beliebig 
eroß. Das kommt daher, weil sich die dort befindlichen Flüssigkeitsteilchen dauernd in 
demselben Druckgeiälle befinden. Für eine. zähe Flüssigkeit bleiben zwar die Ge- 
schwindigkeiten endlich, können aber immerhin ziemlich groß werden. Nur eine wirkliche 
Durehrechnung der Schwingungen einer zähen Flüssigkeit für solche stetig gekrümmten 
Profile wird hierüber Klarheit verschaffen können. 


7. Spezielles Beispiel und Vergleich mit einigen photographischen Auf- 
nahmen der entstehenden Turbulenz. Zum Schluß ist noch für ein spezielles 
Beispiel die Geschwindigkeitsverteilung und das Stromlinienbild berechnet worden. Als 
laminare Hauptströmung ist ein Profil zugrunde gelegt, wie es sich in einem offenen 
Kanal von rechteckigem (uerschnitt (15 cm breit, 25 cm tief) ergibt an der Stelle, wo die 
turbulente Strömung gerade im Entstehen begrifien ist. Das geschah ziemlich regel- 


mäßige in einer Entfernung von etwa != 520 cm vom abgerundeten Einlauf bei einer 
Durchschnittsgeschwindigkeit von U= 12 cm/sek 
Als kinematische Zähigkeit wurde der Wert » = 0,0101 cm’/sek angenommen. 


Diese speziellen Daten wurden deshalb gewählt, weil unter denselben Voraussetzungen 
eine Reihe photographischer Aufnahmen hergestellt wurde, mit denen dann die gerechneten 
Stromlinien verglichen werden sollten. 

Mit Hilfe einer von H. Blasius') abgeleiteten Beziehung läßt sich ein Zusammen- 
hang zwischen der Entfernung vom Einlauf / und der Streifenbreite 5b, herstellen. 

Die Kraft, die auf eine ebene Platte in der x-Richtung einwirkt, wenn sie parallel 
zu den Stromlinien einer mit der Geschwindigkeit U fließenden Strömung eingetaucht 
wird, beträgt pro Fläeheneinheit: Tr 

. P= u 
I y 
und nach Blasius?) E 


P — 0,332 p V,ws! 
V® 
Setzt man andererseits statt des stetigen Geschwindigkeitsprofiles wie bisher den 


gebrochenen Linienzug, dessen erste Gerade von der Wand aus mit der Tangente an 
das stetige Profil im Punkte y= 0 zusammenfällt, so hat man: 


I 
P= 4 
Ö 


Mit der obigen Gleichung erhält man hieraus für x —/ 


+3 
Ö b, 3,02 


Nimmt man als Näherungswert für das stetige Geschwindigkeitsprofil nicht das 


eben angegebene sondern ein gebrochenes I’rofil, das die HKigenschaft hat, außer der 


Form nach dem stetigen Kurvenzug möglichst angepaßt zu sein, auch noch mit ihm 
gleichen Flächeninhalt zu haben, so ändert sich wie eine nähere ltechnung zeigt 
die Konstante ein wenig, und man erhält: 


D, — 3, 16 
[ 
In Verbindung mit den oben angenommenen Werten ergibt sich 5, — 1,8 cın. Dem 
Me U+b 
entspricht eine Revnoldssche Zahl bezogen auf die Streifenbreite b,: R '— 2140: 
” 
’ TER. 
bezogen auf den hydraulischen Radius: A = 13000, 


', A. Blasius., Grenzschichten in Flüssierkeiten kleiner Reibung. Diss. Göttinzgen 1907. 8, 1! 
' 2F 630 
") Der hydraulische Radius ist = == = il cm (F Querschnitt 


der Wassermasse des 


tl )ı 


Kanals: «= Umfang des Querschnittes, soweit er zur Benetzungsfläche zehört). 
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Da beim Entstehen der Turbulenz diejenige Wellenlänge wohl vorherrschen wird, 
die zeitlich am schnellsten anwächst, so wurde aus Zeichnung Abb. 17 durch Interpolation 
für = 2140 kb, = 0,507 bestimmt, für das s, ein Maximum ist. Mithin k = 0,278 cm - 1. 
Als Wellenlänge der Störung ergibt sich also: 

= 2n/k— 22,3 em. 
Dieselbe Wellenlänge ergibt sich natürlich auch aus Abb. 22. Die beobachteten Wellen 
sind meist wesentlich kürzer als die berechneten, was damit zusammenhängen kann, daß 


n u : U+bi . ’ 
der Entstehungsort der Wellen stromaufwärts liegt, wo 5b, und A = kleiner sind. 
> 


Im folgenden wird nur der Vorgang an einer Wand behandelt. Da — um 3,6 cm 
relativ klein gegen den Durchmesser d = 15 em ist, wird eine gegenseitige Beeinflussung 
der Wände wohl kaum von Bedeutung sein. 

lüs wird also ein Geschwindigkeitsprofil von der Form Abb. 4 zugrunde gelegt. 

Für den ersten bzw. zweiten Streilen setzen wir mit Ravleıgh an: 

v,—= AS&inky-+B6olky, vıor = Ce-tt-Mm, 
Daraus: 


()y “Er 
I ? II } } 
7 tz wo Bb=-—-A(v-+iok 
k ( ıy i IN oO U , \ + I N 
Durch sukzessive Approximation ergibt sich aus Gl. (6) r= 1.31 em”! und 
8 m GE 
I». 1,64 . 
k ek 
Aus (2) erhält man, da 
AU U 
— 6,67 sek! 
dy b; 
ist, o = 1,0 für y=0 und aus Zeichnung Abb. 16 p = 0,92, q = 2,50. 
Für «0 wird aus zeichnerischen Gründen ein verhältnismäßig großer Wert 
U em os u . vo ’ : 
on = — 1,2 Angenommen. Die Abhängigkeit der Störung in der &-Richtung ist 


10 SOK 


eereben durch den Faktor e'*. Für vier Phasen wurde v= U-+u-+ u* als Funktion 
7 / 34 
von y gerechnet und graphisch aufgetragen und zwar für =, „, und 
Y: 
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Als Stromlinien ergeben sich dann die Kurven yw = const., wo ıw die Strömungs- 
funktion ist, unter Berücksichtigung, daß die Wand selbst eine Stromlinie darstellt; und 
zwar wurden die Stromlinien gezeichnet, wie sie sich einem Beschauer darbieten, der 


re en 


T ® ” * . 
sich mit der Phasengeschwindigkeit U?’ — z mit der Flüssigkeit mitbewegt. In diesem 


En EEE 


Bezugssystem ist die Bewegung nämlich bis auf das langsame zeitliche Anwachsen der 
Störung stationär. Abb. 23 stellt das Stromlinienbild dar bei fünffacher Vergrößerung der 
Ordinate. 

Zum Schluß sind noch einige 
photographische Aufnahmen beigefügt. 
Die Bilder zeigen Strömungen in einem 
Kanal, wie er oben kurz beschrieben 
worden ist. Die photographische Ka- 
mera befand sich auf einem Wagen, 
der parallel der Strömung auf Schienen 
bewegt werden konnte. Die Geschwin- 
digkeit des Wagens variierte bei den 
verschiedenen Bildern etwa zwischen 

und ‘/;s der maximalen (Geschwin- 
digkeit in der Mitte des Kanals. Die 
durch aufgestreutes Lykopodium- oder 
Aluminiumpulver kenntlich gemachten 6 Sie 
Teilchen der Wasseroberfläche, die die BMELZOLEN) 
(seschwindigkeit des Wagens besitzen, 
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erscheinen also als Pankte. Alle anderen Teilchen erscheinen als Striche. Die Belichtung 


erfolgte durch eine elektrisch gezündete Mischung von Magnesium-Blitzlicht- und Zeitlicht- | 
pulver. Die Dauer betrug etwa '/; Sekunde. Die Richtung der Geschwindigkeit der | | 
Strömung ist auf den Bildern von links nach rechts. 420 | 














V 0,5778 + 0,6716 0,702 —:0,425 0,000 0,000 

0,5 0,3372 + .0,3680 0,785 —i0,411 0,555 — 0,291 | 

1,0 0,2583 +:0,2137 0,920 — : 0,389 0,920 - 0,389 

1,5 0,1899 +:.0,1421 1,043 — 0,297 1,278 0,364 

2,0 0,1320 +:.0,1123 1,206 —:.0,147 1,705 — 0,203 

2,5 0,0819 + 10,1031 1,357 + 0,108 2,144 + 0,171 

3,0 0,0351 +:.0,0972 1,400 +20,515 2,424 0,892 | 
3,5 — 0,01483 + :0,08003 1,180 +:1,130 2,210 2,11 | 
4,0 - 0,04636 + i 0,03260 0,460 +:1,250 0,920 2,50 | 

4,5 - 0,03136 —0,00897 — 0,0405 + 7 0,8080 — 0,086 1,72 
5,0 0,006518 — ’0,014550 0.0057 + 0,3645 0,0127 0,812 | 
5,5 + 0,002964 ’0,006713 0,1913 + 2.0,2393 (1.448 0,560 | 
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Is v. Mises u. Ratzersdorfer, Knicksicherheit von Fachwerken 


Die Knicksicherheit von Fachwerken. 
Von R. v. MISES in Berlin und J. RATZERSDORFER in Breslau. 


m folgenden wird die erste der drei Arbeiten vorgelegt, die als Ausführung der von 
v. Mises in seinem Marburger Vortrag entwickelten Stabilitätstheorie angekündigt 
wurden !). Es handelt sich dabei zunächst um die Berechnung der Stabilitätsgrenzen 
für ideale Fachwerke (mit reibungslosen Gelenken), also um die Bestimmung ihrer Trag- 
fähigkeit bei gewissen Arten der Belastung. In den ersten fünf Abschnitten wird die 
Ableitung der Knickgleichung in ausführlicherer Darstellung als in dem Marburger Vortrag 
und mit Ergänzungen nach verschiedenen Richtungen hin gegeben. Hierauf folgt zur 
Erläuterung der Theorie in den Abschnitten © bis 8 die Besprechung des einfachsten 
ebenen und räumlichen »Schulbeispiels«e. Der in 9 behandelte Fachwerkbinder leitet zum 
Gitterträger über, dessen für die Praxis wichtige Durchrechnurg in den Abschnitten 10 
bis 12 ausführlich gegeben wird. Die hier gewonnenen Schlußformeln stimmen mit den 
in dem Marbureer Vortrag@ kurz skizzierten überein. Schließlich wird im letzten Abschnitt 
eine Bemerkune über das sogenannte seitliche Ausknicken ebener Fachwerkträger hinzu- 
gefügt, wobei ein in der Ebene gegebenes Stabsystem als Raumiachwerk aufgefaßt wird 
Wir glauben, daß mit der vorstehenden Veröffentlichung jedermann die Möglichkeit gegeben 
wird, alle in der Praxis auftretenden I'ragen über die Knicksicherheit idealer Fachwerke 
erundsätzlich mühelos zu lösen. 
Text und Abbildungen sind nach einem Entwurf von R. v. Mises von J. Ratzers- 
dorfer ausgeführt worden; die Abschnitte 8 und 13 stammen auch im Entwurf von dem 
letzteenannten Verfasser. 


1. Die Knickgleichung bei ebenen Fachwerken. Wir betrachten ein ebenes 
System, ein Tragwerk, von %k Punkten oder »Knoten«, die durch s gerade Linien oder 
»Stäbe« miteinander verbunden sind und (skalar gezählt) m <2% Bewegungsbeschränkungen 
oder »Auflagerbedingeurgen« unterwcorien werden. Angenommen ist, daß das System eise 
natürliche«x Lage besitzt, bei der weder äußere noch innere Kräfte wirksam sind. Be- 
kannt seien von jedem Stab die in diesem Zustand vorhandene »natürliche Länge« / und 
das Produkt aus dem Elastizitätsmodul \Youngschen Modu)) E des Stabmaterials in die 
(Juerschnittsfläche Z' des Stabes. EZ ist entweder konstant oder es ist sein »augenblick- 
licher« Wert eeereben 
ih Haben in irgend einem verzerrten 
Zustand des Svstems, der aber mit den 
Auflagerbedingungen verträglich ist, die 
einzelnen Stäbe die Längen a, so wirkt 
in jedem Stab eine Kraft von der Größe 
BE 
l 
wobei eine Zugkraft positives Vorzeichen 
besitzt. Wir beziehen jetzt für unsere 
Rechnung das System auf ein (artesi- 
sches Koordinatensystem x, y und be- 
nennen mit «@, den Winkel zwischen 
dem Stab x und der x-Achse; der Win- 
kel wird hierbei von der positiven x-Achse 
im Gegenuhrzeigersinn zum Stab gezählt 
Abb. 1). Um das Gleichgewicht aufrecht 
zu erhalten muß an dem #-ten Knoten 
eine äußere Kraft angreifen, deren recht- 
winkelige Komponenten X,, Y. mit den 
Stabkräften durch die Gleichungen 


U, » vv . „ 
= Ix 08 kr —=X,., ZN, sine. Y; 








verknüpit sind. Unter Benutzung von (!) kann man hierfür auch schreiben: 
ie 7 | a y 


SIEF—-coe| -— =0 Z2|EF sine| — Y,=0 


D- 


4 
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für #=1, 2....%). Die Summe erstreckt sich über alle Indizes ı, die den mit dem 
“-ten Knoten verbundenen Stäben entsprechen. Setzt man für die nicht bestehenden Ver- 
bindungen F,.—0, so kann man sich die Summation auch einheitlich von ı=1 bis k 
auseedehnt denken. Man kann 2% Gleichungen der Form (2) aufstellen, die bei gegebener 
l,age aller Knotenpunkte sämtliche äußeren Kräfte, die m Auflagerkräfte und die 2k — m 
l,astgrößen bestimmen. Wir wollen nun unter dem »reduzierten System« der Gl. (2) die 
2%k— m Gleichungen verstehen, die übrig bleiben, wenn man die die Auflagerkräfte 
enthaltenden fortläßt. (Da die Koordinaterrichtungen für jeden Knoten beliebig gewählt 
werden dürfen, kann man dort, wo eine einfache Bewegungsbeschränkung vorliegt, die 
eine Koordinatenrichtung parallel der Beweguggsnormalen wählen und die zugehörige 
Gleichgewichtsbedingung fortlassen). Sog. »elastische« Auflager denken wir uns durch 
Stäbe ersetzt, die in das System einbezogen werden. Jedenfalls läßt sich erreichen, daß 
2%k — m Gleichungen, die nur Lasten, nicht Auflagergrößen enthalten, übrig bleiben. 

Zu jedem verzerrten Zustand gibt es nun nur ein System von Kräften, mit denen 
sich das Tragwerk im Gleichgewicht befindet, während das Umgekehrte, daß zu einem 
Kräitesystem nur ein verzerrter Zustand „ehört, keineswegs behauptet werden kann. Wir 
nennen einen beliebigen verzerrten Zustand mit den zugehörigen äußeren Kräften eine 

Gleichgewichtsfigur«. 

Um die Stabilität einer bestimmten Gleichgewichtsiigur zu untersuchen, erteilen 
wir jedem Knoten, soweit es die Auflagerbedingungen zulassen, unendlich kleine Verschie- 
bungen dx, öy. Bei der oben angedeuteten Achsenwahl wird erzielt, daß »n von diesen 
Verschiebungsgrößen Null werden, während die übrigen 2k— m willkürlich bleiben 
Dabei verändern sich die Längen a um da, die Winkel «um ö« und man erhält aus 
den Gleichungen 


Ar’ = (X = %ı 4 \Yı yı)“, ig. % Yu —— Yı): \C% L 
durch Difierentiation (bzw. direkt durch bekannte einfache Ueberlegungen): 


oa —=6(t. — Eı) co nd + Il — y)sinmx ) 
und 


ander — 6(ir — Cı) sin ix + 6 (yu — Yı) coS &.) 


J 


Bestimmt man jetzt für die Stablängen (@ + da) nach (2) die Stabkräfte und setzt 
sie unter den Winkeln «+ ö« in den Knoten zusammen, so bekommt man die neuen 
Kräfte X+0X bzw. Y-+-ÖY, die erforderlich wären, den neuen Zustand aufrecht zu 
erhalten. Wir nehmen hierbei an, daß 86 X, = ö Y, —= 0 sind, d. h. daß die äußeren Lasten 
an Größe und Richtung unverändert mit ihren Angriffspunkten mitgehen. 
Die Gleichungen, die erfüllt sein müssen, damit die neue Figur mit den alten Kräften eine 
Gleichgewichtsfigur bildet, gewinnt man, wenn man die linken Seiten von (2) nach den 


Regeln der Differentialrechnung »variiert«, d. h. statt sin « jetzt cos @:Ö«, statt a jetzt da 
schreibt u. s. f.: 


Tr i a Eu . rn da | 
a | EF sin@da+EHF cosa| =0 
Ä 


Y 


>} Zr“ “ cos «aö@a+E pi sin a == () 

l ! I x 
Der erste Teil in der Summe rührt von der Drehung Ö «, der zweite Teil von der l,ängen- 
änderung Öa her. Die Anzahl dieser Gleichungen (4) ist 2k— m. Führt man in die 
Gl. (4) für ö« und da die Ausdrücke (3) ein, so gewinnt man 2 k — m lineare, homogene 
Gleichungen für die 2/— m unabhängigen Verrückungen x, öy. Die gleich Null 
gesetzte Koeffizienten-Determinante dieses Gleichungssystems nennen wir die 
Knickgleichung. 

Benützt man das System der nicht reduzierten 2 k Gleichungen, so sind noch m 
Gleichungen vorhanden, die die Werte d X, ö Y für die Auflagerkräfte enthalten. Man 
kann entweder jetzt diese eliminieren oder auch mit dem nicht reduzierten System 
weiter rechnen. 

Es ist zu beachten, daß bei unserem Ansatz von der Kleinheit der Formänderungen oder 
Versehiebungen kein Gebrauch gemacht wurde. Die Differenzen a — ! sind endliche Werte, 
die in der Gl. (2) auftretenden Winkel « sind exakt die Winkel der Stäbe in der ver- 
zerrten Gleichgewichtslage. Im Ergebnis unserer Rechnungen kann wohl gelegentlich 
angenähert « = ! angenommen werden. Die Werte da, Öx, öy sind hingegen im strengen 
Sinne unendlich kleine Größen. 
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2. Die Knickgleichung bei Raumfachwerken. Das in 1 beschriebene allgemeine 
Verfahren ist mit wenigen Aenderungen auf den dreidimensionalen Fall übertragbar. 
(rereben sind bei einem Raumfachwerk k Knoten, s Stäbe und m <3% Auflagerbedingungen. 

An Stelle der Gl]. (2) treten Ansätze mit den drei Richtungscosinussen cos @, C03 P, 
cos 7 bezüglich der drei Koordinatenachsen x, %, 2. 


f ı) 
. dA — | 1 . 
>) iEF cos (@ | X, u) 
| l ex 
x | . u (dl l E \ 
- | EF cos p Y,=0 ) (2 
ET: l 
x [ wu { | ? 
=-|\EF cos y | = 0 
1 l 
Statt der Gleichungen (3) hat man die Ausdrücke 
das Ö (ae, 2.) Cc08 4 —+ Ö Ur y. ) COS pP: +0 ie = 8 ) cos Jın 
dı y Ö COS A. x.) = Ö 4 Et COS (ıy* \ Aıyx 
(I / Ö (cos D: use N Y: Yı - 005 Bi y° Ö A y i : ö { . 
A ' Ö (cos ze .) ——— Ö (2, 1 ) COSs 7 Y% “ Ö dl / 
wobei man z. B. die zweite Gleichung am einfachsten aus der Beziehung 6 (x, x 
Ö (a cos & a 0 (cos «) H- cos ada gewinnt. 


Die Gleichungen (4), deren gleich Null gesetzte Determinante die Knickgleichung 
renannt wird, lauten jetzt: 


. dA n ‚oa £ 
+} EFF Ö(ecose)+- EHF COos «X | =( 


| s .- / 


: A l . da | 
SIEH Öö(cosß)+ EF ‚ cosp| 
| I 


l 
+ 
> 


x | . a l f } . . Ö a \ 
vr. 1) I fh) COs F . E I 7 COs Y ı =( 
| ] 


—— 


5 
wobei die öa und Ö(cos«) usf. mit Hilfe von (3') durch die dx, öy, öz auszudrücken 
sind. Das ebene Fachwerk mit ebener Deformation ist nur der räumliche Fall mit den 


0 . ’ T 7T 
zusätzlichen Bedingungen 62 —0, y—= und ? — , 
1 > „) 


- am 


3. Die Knickgleichung im Sonderfall eines statisch bestimmten ebenen 
oder räumlichen Fachwerks. Sind für die Gleichbgewichtsfigur, deren Stabilität unter- 
sacht werden soll, die Stabkräfte bekannt, so kann man sie zur Vereinfachung in Gl. (4 


er ET Ad BET u. : r : e 
für E77 einführen. Ein besonders bequemer Ansatz ergibt sich aber bei statisch 


bestimmten lachwerken Man ermittelt, nach irgend einem der üblichen Verfahren, 
die Stabkräfte S für die Gleichgewichtsfigur und dann die Stabkraft S’ nach der Ver- 
schiebung, indem man die neuen Winkel der Stäbe der Berechnung zugrunde legt. Der 


Ausdruck 6$ = S’— 8 ist nun linear und homogen in den öx, Öy und dem Ansatz (4) 
ist das Svstem der 2/ 3 Gleichungen 

r h) | 

08 EFT | = ( ee  ° ° 

L ı ix 


in denen natürlich für da wieder die Ausdrücke aus (2) zu setzen sind, gleichwertig. 
Inhaltlich besagt (5) dasselbe wie (4), der Unterschied ist rein formal, da hier Gleichungen 
für jeden Stab, dort für jeden Knoten aufgestellt werden. Die Beschränkung der Gl. (5) 
auf statisch bestimmte Fachwerke rührt daher, daß bei statisch unbestimmten Systemen die 
Spannungen nicht unabhängig von den Verschiebungen aus den Stabwinkeln berechnet 
werden können. Bildet man die Determinante der Gl. (5) und setzt sie gleich Null, so 
erhält man die Knickbedingung. Wie sich das Verfahren im einzelnen gestaltet, wird 
später gezeigt. 


4. Begriff der Stabilität und Bedeutung der Knickgleichung. Eine Gleich- 
gewichtsfigur heißt »stabils, wenn zu jeder unendlich kleinen, mit den Auflagerbedingungen 
verträglichen Verschiebung ein positiver Arbeitsaufwand gehört. Man bezeichnet 
sie (gegen gewisse Störungen) als instabil, wenn es auch nur eine solche Verschiebungs- 
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möglichkeit gibt, die ohne Arbeitsaufwand oder unter ÄArbeitsgewinn vor sich geht. Endlich 
kann man eine Gleichgewichtsfigur »indifferent« nennen, wenn jede Verschiebung ohne 
Arbeitsaufwand erfolgt. So ist z. B. ein schwerer Körper im tiefsten Punkt einer Schale 
im stabilen, auf dem Scheitel einer Kuppe im instabilen, auf einer horizontalen Ebene im 
indifferenten Gleichgewicht. Ebenso steht ein schweres Prisma (gegen Kipper) stabil auf 
dem Tisch, ein Ei instabil, weil im ersten Fall ein Heben, im zweiten ein Senken des 
Schwerpunktes mit der Störung verbunden ist. 

Wir wollen jetzt und im folgenden Abschnitt, der einfachen Schreibweise halber, 
nur vom ebenen Fachwerk sprechen, selbstverständlich haben aber alle Ueberlegungen 
auch für das räumliche System Geltung. 

Die Größe der zur Verschiebung dx, öy erforderlichen Arbeit erhält mar, wenn 
man jede der Gleichungen (4) der Reihe nach mit den ihr entsprechenden Verschiebungs- 
erößen dx, Öyı, Oxa, Öy2.... multipliziert und dann addiert. Denn die linken Seiten 
der Gl. (4) stellen ja die Kraftgrößen dar, die, abgesehen von den Kräften X,, Yı, 
X, Ya... ., notwendig wärer, um das Stabwerk in den neuen Zustand zu bringen, 
die Arbeit der X,, Yı, Aa, Ya2.... ist jedoch Null. Wir können aber auch anders voı 
sehen. Die Formänderungsarbeit oder das elastische Potential für die Gleich- 
gewichtsfigur ist 

‚[EF, Ä 
U = !s = (a—I ) — L—_4 L 


LY i _iIx 


wobei sich die Summe über alle Stäbe erstreckt und Z die Arbeit der äußern Kräfte 
aa (X. + Yılı) : : ss... ee i > 
% 
bedeutet. Die rechte Seite von (6) ist aufzufassen als Funktion der 2k— m freien 
Koordinaten &, y (die auch in den a stecken), und dabei sind nach (3) 
Var Oarx } \ 
= (005 (x ee a 
Oxx Oyr 
Beim Uebergang zu einer Nachbarfigur ist die Verzerrungsarbeit 
7 | OU O2 ır O2 


-Öyı-t... "a 00° + ‚Od yı? 2 6%, Ööyı 4 ...| (9 


: OU : ( 
Ö U zu . x Öxı + 
Oxı U yı O2, Oyı“ Or -Oyı 
aufzubringen. Nun ist der Inhalt des Prinzips der virtuellen Arbeiten der, daß 
für jede Gleichgewichtsfigur 
OA OL OA OL 


—— —— 


()r ()p ’ ce) O9 
2 7 Yı Y2 


L, ist dies gleichbedeutend mit 
‚[EF ] > a ; 
- 2] (a—I)cos «| N =0, a—Üsine|i —Y, 


1, 


. \ 
OxXry l ER 


L 


also mit der Gleichgewichtsbedingung (2). Mit anderen Worten: eine unendlich kleine 
Verrückung aus dem durch (2) gekennzeichneten Gleichgewichtszustand erfolgt in erster 
Näherung arbeitslos. Man muß demnach, um zu bestimmen, ob ÖU positiv ist, die 
Glieder zweiter Ordnung berücksichtigen, die in (9) schon mit angeschrieben wurden. 
Für die Lasten X, Y gibt es solche Giieder nicht, da L in & und y linear ist. (Darin 
liegt die Annahme, daß die X und Y parallel und der Größe nach unverändert bei der 
Verzerrung mitgenommen werden). Die Glieder zweiter Ordnung in (9) lassen sich bis 
auf den Faktor '/s in der Form anschreiben: 


r 


\ ce) OU \ Er 
Or, a | Ö x%ı + Ö ı 
Or I Oaı on : 


r c) 
u Öyı , . 
Oyı 


wobei das Difierentiationszeichen vor der Klammer sich nur auf die ersten Faktoren jedes 
Summanden, nicht auf die öx, Ö, bezieht. 

Der immer gleiche Klammerausdruck stimmt mit den Gliedern erster Ordnung von 
OU überein und mag etwa d,U heißen, Der ganze Ausdruck (9) ist homogen vom 
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zweiten Grad in den Verrückungen dx, öy. Ein quadratisches Glied wie öx,? kommt 

nur einmal vor, und zwar mit dem Koeffizienten AR die gemischten Glieder erscheinen 
dx? 

zweimal mit dem gleichen Koeffizienten, z. B. öx, öyı in der ersten Zeile an zweiter 

Stelle und in der zweiten Zeile an erster Stelle, jedesmal multipliziert mit m Wir 

behaupten nun: die Koeffizienten der Gleichungen (4), nachdem man in sie Ö., ö, als 

Variable eingeführt hat, müssen identisch sein mit den Elementen der Determinante 


047 41 321 
Ixı“ O2 Oyı oa 0m 
OU 027 ar, + PA , -. K0L 
Oyı Oaı Oyı? Oyıdaz 
die aus den Koeffizienten von (\) gebildet ist. Man sieht dies wie folgt ein. 


Bezeichnen wir für den Augenblick die linke Seite der ersten Gl. (2) mit @,, sc 
war die erste Gl (4) so entstanden, daß die Veränderung Ö0G,, die Gı durch die Ver- 
rückungen Öx, Ö, erfährt, gebildet und dann gleich Null gesetzt wurde. Denkt man 
sich hier die öx, öy als Variable, so hat man: 

Ö es: an Ö, Feb Ö nm - 94 Ö X +... =. 
Or Oyı (23 


* * * Y “ * ( U . “ ” a) . 
Nun ist aber oben gezeigt worden, daß Gı nichts anderes ist als ‚ also sind die Koeffi- 


. . . or 
zienten der eben angeschriebenen Gleichung auch 
(2 ! ı)2 U’ e)4 l/ 
K; ae 
Oxı‘ oxı OYı Or Oxg 


Da das Analoge für jede andere der Gl. (4) bzw. (2) gezeigt werden kann, ist unsere 
Behauptung erwiesen. 

Man erkennt somit: Die Lösbarkeit der Gl. (4) oder das Verschwinden ihrer Deter- 
minante, d.i. der Determinante (10), besagt, daß der betrefiende Gleichgewichts- 
zustand ein indifferenter ist, d. h. daß der Uebergang zu einem beliebigen Nach- 
barzustand auch bei Berücksichtigung der Glieder zweiter Ordnung arbeits- 
los erfolgt. 


5. Kriterien für die Stabilität. Bezeichnen wir zur Abkürzung die Koeffizienten 
von (4), also auch die Elemente von (10) oder die zweiten Ableitungen von U mit 


Cı1, Cı2, C13 »...5 C915 (22 :.:.5 031 032... 


so haben wir zu fragen: Wann ist, damit ein Kleinstwert von U unter Berücksichtigung 
der Glieder zweiter Ordnung vorhanden ist, der Ausdruck 
cı1 01? + 213 dx Öyı + Cı3 6x1 O8 4 


nur positiver Weıte fähig? Man nennt einen solchen homogenen Ausdruck vom zweiten 
Grad in mehreren Variablen eine »quadratische Form«. Die Theorie der quadratischen 
Formen liefert für das Positivsein einer Form die folgenden Bedingungen: 

a) Es ist notwendig (aber nicht hinreichend), daß die Determinante der ce positiv ist. 

b) Sieht man die c als Veränderliche an, d. h. betrachtet man verschiedene Gleich- 
gewichtsfiguren, so wird das Gebiet der stabilen von den instabilen immer durch solche 
getrennt, für die die Determinante gleich Null ist (ohne daß aber die Umkehrung gilt: 
das Ueberschreiten eines Punktes, in dem die Determinante verschwindet, muß noch nicht 
unbedingt ins instabile Gebiet führen). | 

c) Notwendig und hinreichend für die Stabilität ist, daß außer der ganzen 
Determinante auch jede Determinante positiv ist, die durch Fortlassen der letzten Zeilen 
und ebenso vieler Spalten aus der ursprünglichen entsteht, also: 


Cıı Cı9a cı13 


is“ o 


cCı >O, e h >0, 21 c22 3 | >00 usf. 


i A 
C3| 032 C33 


Damit wird jede Stabilitätsfrage beantwortbar. Insbesondere lehrt der zweite, 
wichtigste Satz: Stabile Gleichgewichtsfiguren werden von instabilen stets 
durch solche getrennt, für die die Knickgleichung erfüllt ist. 

Sobald ein spannungsloser Zustand existiert, ist er immer stabil. Denn wenn 
alle a=/! sind, so ist U=0, und da U als Quadratsumme nur positive Werte hat, so 











Band 5, Heft 3 ö a; i ’ 
Juni 1925 v. Mises u. Ratzersdorfer, Knicksicherheit von Fachwerken 223 


bedarf hier jede Veränderung, wenn sie überhaupt Spannungen hervorbringt, einen 
positiven Arbeitsaufwand. Betrachtet man daher eine Reihe von Gleichgewichtsfiguren, 
bei denen sich die äußern Kräfte um einea gemeinsamen Faktor A unterscheiden, sich 
also untereinander proportional verändern, und geht man mit AX, AY in die Knick- 
oleichung ein, so erhält man eine Gleichung für A und hat nur den kleinsten A-Wert 
aufzusuchen, der dieser Gleichung genügt. Für alle A unterhalb dieses Wertes 
herrscht bestimmt Stabilität, da der Uebergang vom stabilen spannungslosen Zustand 
zu einem instabilen notwendig durch einen der Knickgleichung geniigenden hindurch- 
führen muß. Weiß man überdies, daß dieses / eine einfache Wurzel der Knick- 
gleichung ist, so ändert ihre linke Seite, d. i. die Determinante (10), hier sicher ihr Vor- 
zeichen; für größere } besteht dann also Instabilität. 

Wir wollen jetzt die hier abgeleiteten Grundsätze auf die Untersuchupg bestimmter 
Gleichgewichtsfälle anwenden. 


6. Erstes Beispiel; Einfachstes Fachwerk in der Ebene. Zunächst soll an 
einem »Schulbeispiel« die im vorstehenden entwickelte allgemeine Theorie erläutert werden. 
Zwei gleich lange, vollkommen gleiche Stäbe sind um feste 
Punkte drehbar und im gemeinsamen Gelenk in Richtung ihrer Winkel- ut 
halbierenden durch ein Gewicht P belastet (Abb. 2). Die kritischen PY Y 


Werte dieser Last sind zu bestimmen. 7\ 





a) Elementares Verfahren. Es ist die Zahl der Knoten 
k=35, die Stabzahl s=2 und die Anzahl der Auflagerbedingungen 
m—=4. Die beiden Stäbe haben im spannungsfreien Zustand je die 
Länge /!; erteilt man dem gemeinsamen Gelenk eine Verschiebung ‘dx, 
öy so sind die neuen Stablängen a, und a, und die Neigungswinkel <— I 
der beiden Stäbe gegen die durch die Auflagerpunkte gelegte Achse 
, und &. Nach den Gl. (3) sind 

öaı = dx cos &ı + Öysin &ı, Öa: = 0X cos @& + dy sin & 
und aı 6@ = — 6x sin «&ı + dy 005, a3 0@; — Öx sin &g + 61 C0S &y. 


. ir . a} . E F' je: o u. au 
Die Gleichungen (4) lauten unter Fortlassung des Konstantwertes rs der bei der Knick- 
bedingung herausfällt 


— (dı - l) sin @; 6 — (a — ()sıu @ Olga + 608 &ı OÖ + 005 &y 0 @ 0 
+ (aı — l) cos a, da, + (a2 — |) cos@ Öw, + sin &, 6 + sin ydy — 0 
Setzt man für ö«@ und da die Werte ein, so ergibt sich 
r et 2 _ "ai vr .; 7 
; sın“ dj sın“ « » I sin as COos ayı sin «2 COS «ag | 
ö2| 2 —1(—-+ -) |+ 84] — | = 0 
e2 a da] ] (di ag B 
- . a7 . F- = oO Er 
sın Aı COS sın ds» COS ds: \ | cos’ a COS“ “9 | 
Ox| -— - |, + öy12 - ı\ A - ==( 
E ay ag ] a a ag 


und es lautet die Knickgleichung 


sin“ ad sin“ dg sin Adı COS aı sin d23 CO3 (9 
at | 4. ) ! | + ) 
a 


(3 . a 2 
= r 4 u 
sın atı COSA sin da COS As cos“ a COS“ da 
ı( # 2 ), 2—1[ ur ) ) 
aı a2 a a, 
oder 1 1 PN FRE 
0=4—2l ( 4 —) + —— sin’(& — dı) . .: .. 2). 
(ty ag a ag 


b) Verfahren mit Hilfe der Formänderungsarbeit. Der Ausdruck für das 
elastische Potential |Gl. (6)] ist 


r 1 F- 97 
U !js (a I’ + (a — 1”) L. 


, y 


EH 
Wenn wir den konstanten Faktor weglassen, so erhalten wir unter Beachtung der 


Gl. (3) [und der Gl. (7)! ae ER Te Ze sin’ az 
x? a a2 
5) 
o* U sin dj 208 day sin d3 COS dag 
— ı( + ) 
da Oy aı A9 
gt A ] Pr 2 a cos’ a ) 
Iy‘ aı ag 


und als Knickbedingung, d. i. Nullsetzen der Determinante (10) wieder die Gl. (11). 
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7. Diskussion der Knickbedingung, Wir betrachten die Stabilität der symme- 
trischen Gleichgewichtsfigur: ı = =a, &ı =@, & = 180 — «@. Hierfür lautet die Gl. (11) 


I 


f { . 9 { D) . 05) [44 dt 
0— (1 sin?«) (1 — —cos’«) oder sin’«=, und cos’a=_ 


\ 


Man sieht unmittelbar, daß a </ sein muß, daß also nur bei Druck überhaupt eine 
Instabilität möglich wird. Ist 2c die Entfernung der beiden festen Punkte, um die die 
Stäbe drehbar sind, so ist c=.«a:'cos« und damit werden die Knickgleichungen 


. ( 3 C 
sin’@'cos« = - und cos’«= 
+ q 
wobei aus der ersten Bedingung zwei Lösungen hervorgehen. u 
22; r ar a xy nm i . 
Die kritischen Lasten ergeben sich aus P=?Ssine = 2EF ‚ sin« Nun 
u cos’a@, bzw. sin’ «und daher 
l 
P=2EFcos’asina, bzw 2EFsin’«e 
[Ist z.B. e/l 0,336, so sind die kritischen Werte von «, der Größe nach geordnet 
r I N: / V j 7 Y 
COs & 0,400, cos« = U,bJd (= e/l), co8sU = U,(öJ 


und die zugehörigen kritischen Lasten 
P=0.29EF, P"=0,741EF, P"=0,74EF. 
In Abb. 3 sind die spannungsfreie Lage und die drei für dieses e/! kritischen Stellungen 
maßstabrichtie aufgetragen. 
Um zu erfahren, was diese kritischen Werte aber bedeuten, müssen wir auf die 
vollständige Stabilitätsbedingung zurückgehen. Die Gl. (11) wird für den Fall der Symmetrie 
l . o 
-— un.@ 0 
= j 
0 l — — cos? «& 
Die Stabilität verlangt (notwendige und hinreichende Bedingungen nach c) in 5), daß die 
Determinante selbst und ihr erstes Element positiv seien, d. h., daß 


rw I R ’ 
L—- —- un’ >00, 1 — — 008’ a >00, 


a 
Dies ist hier auch unmittelbar verständlich. Denn daß die beiden andern Elemente der 
Determinante gleich Null sind, besagt: die Verrückung in der x-Richtung bedarf nur einer 
x-Kraft, nämlich (1 — l/asin?«) 0‘ x?, die Verrückung in der „y-Richtung nur einer ,-Kraft 
(1 —l/a cos’ «) O0 y* und diese beiden Kräfte müssen positiv sein. Mit der Beziehung acos«—=c 
gehen die Stabilitätsbedingungen über in 
sin?@«cos@<, und cos’«<- 

Setzt man statt der Ungleichheitszeichen 
die Gleichheitszeichen, so erhält man die 
kritischen Werte. In der Abb. 4 sind die 
Ausdrücke sin’@-cos« und cos’« als 
Abszissen zu den ÖOrdinaten c tg « (das 


12a 
1“ 





\bh. 3. Abb. 4. 


ist die jeweilige Höhenlage der Spitze) aufgetragen. Ein Schnitt im Abstand z=e:l 
gibt die kritischen Werte und zeigt, daß nur oberhalb des ersten Wertes beide Ungleich- 
heiten erfüllt sind. Da er auf der sin’ «@ cos «@ Linie liegt, tritt Instabilität zuerst gegen 
horizontale Verrückungen auf. Sie besteht aber nur in einem begrenzten Gebiet — bis 
zum zweiten Sehnitt mit derselben Linie. Schon vorher ist jedoch beim Schnitt mit der 
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cos’ «-Linie Instabilität gegen Vertikalstörungen vorhanden. Man entnimmt der Abbildung, 
daß bei größeren c:/!-Werten nur diese möglich sind. 

Wir haben zusammengefaßt das Ergebnis: Stellt man zwei gleiche Stäbe unter 
spitzem Winkel zusammen und belastet sie in ihrem Schnittpunkt in Richtung der Winkel- 
symmetralen, so werden sie bei wachsendem Druck zuerst instabil gegen Seitenstörungen, 
dann bevor noch diese Instabilität aufhört, instabil gegen Vertikalstörungen. Bei flachem 
Anfangswinkel der Stäbe besteht nur diese Instabilität. In einem kleinen Zwischenbereich 
von ce: endet die seitliche Instabilität bevor die vertikale beginnt. 

Die oben angegebenen Zahlenwerte zeigen, daß bei Stäben aus den üblichen 
Baustoffen, Stahl, Holz oder dergl. die kritischen Belastungen weit über jenen liegen, die 
das Material zufolge seiner begrenzten Festigkeit verträgt. Es wird also die Stabilitäts- 
betrachtung in ‚diesem Falle keine praktische Bedeutung besitzen. Andererseits ist,die 
hier zugrundegelegte Anordnung sehr gut für Demonstrationsversuche geeignet. Man muß 
dann natürlich anstelle von eigentlichen Stäben Zug- und Druckfedern (Schraubenfedern) 
nehmen, die Längenänderungen bis zu etwa 10 vH der natürlichen Länge leicht zulassen. 


8. Zweites Beispiel: Einfachstes Fachwerk im Raum. Es soll der Fall von 
Beispiel I ins räumliche übertragen werden. Drei vollkommen gleiche Stäbe sind um 
feste Punkte drehbar, die die Ecken eines gleichseitigen Dreieckes bilden; im gemeinsamen 
Kugel Gelenk der Stäbe sind sie durch ein Gewicht P in Richtung ihrer Symmetralen 
belastet. Es werden die kritischen Werte dieser Last gesucht 

Wir gehen jetzt nach dem Verfahren in 2 vor. Die Stäbe haben im spannungs- 
freien Zustand je die Länge !. Dem gemeinsamen Gelenk erteilen wir die Verschiebungen 
Sa, öy, Öz nach den drei Koordinatenrichtungen und damit entstehen die neuen Stablängen 
adı, As, As. Die Richtungscosinusse der drei Stäbe sind cos «, cos Pı, 0608 Jı . .».. COS @&, 
cos 3, C08 Y;. Aus den Gl. (3’) erhält man die Längen- und Winkeländerungen 


0a = dx cos &ı + Öy cos fı + Ö2 cos }ı 
. \ da, Ör 
sin & 6 &, —=cosq : - 
A] ay 
i day Öy E 
sın p ' ph == GOS D 
a] Ay 
® \ da; > 
sin Yı * O Yı = C0SYı — 
(ij a] 


und ebensolche Gleichungen, wie sie hier für den Stab 1 angeschrieben sind, für die 
Stäbe 2 und 3. Die Gleichungen (4) lauten 


\rf 


G !sin « 0@ + da COS al == 0 
N . 
_ \@ ) sın p . 0p I.0a-cos B] — () 
L 
. 
Sf r 
_ | (@ — I) sin 7 07 + 04: 003 ie 0 
l 
rY 


und nach Einsetzen der Werte für d«, Ö?, öy und da 
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0:48 3 h 
Br, 3 Sin" a | “ ı COS A COS , cos at cOoS yY 
0) -— Ö 9% | 3 L l x | Ni Ö Y . l >> + ( z r / >> : 
B | [er | A 1 (dl 
REN Bi 0 3 
ur Ööx , I > COS qdcCOS» cd y 3 nz R- sın pP N FR ] x" O8 D COS; 
1 a h | a | | a 
r o COS (& COS = COS 7 C08 y 3 sin“ v|] 
Vo ii +öy-Iı2 -+6z2|3 —Iı2 | 
| a ' ' a L E75 
Damit wird die Knickbedingung 
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A% Wir wollen uns nun bei der Diskussion wie früher 
auf die symmetrischen Gleichgewichtsfiguren beschränken, es 
sind also sg -og=a Das Koordinatensystem wählen 
wir so (Abb. 5), daß die y Achse durch das gemeinsame Gelenk 
geht und der Ursprung im Schwerpunkt des Basisdreiecks von 
der Seitenlänge 2c liegt (A ist die Höhe der Spitze über der 
/ gr y7- Basis). Sonach sind die Richtungscosinusse der drei Stäbe 

Pa 


\ 08 &ı, = = 005 X 











c08 & =c0s (7 — «), COS (4 — 0 

c08 Pı = 008 P; cos P3 — - — (08 P 

 ey3 

Abb. 5. e 8 
Die Knickgleichung (12) wird jetzt 


IR 

\ 
v 
I 
| 


= (05/7, COS 73 = — 2008 Y 


I — 3 2 c08” €) 0 0 
= 0 | sin’ p 0 . (1?) 


Ö 0 I —-(1— 1098°7) 
oder 3 I Bi li 21 . 
0=[|3 — H 2 cos’) (1 sin? 2) (1 un 2 cos? y) 
da da A a a 
und daher 


a) cos’a— 3 b) sin’? = ec) c00os®?y—= — !/a 


Die Stabilität verlangt, daß [aus Determinante (12')] 

/ Baden l Bere 

3—3 r 2 cos-@«a >90, 1 — sin’P >00, 1 + — cos’y >00, 

(A dt dA a a 
wobei die linken Seiten dieser Unrgleichungen die Kräite vorstellen, die eine Verschiebung 
von der Größe 1 in der &- bzw. y- bzw. : Richtung erfordert. Setzt man statt der Ungleich- 
heitszeichen die Gleichheitszeichen, so entstehen die kritischen Werte a), b), ec). Man 
sieht wieder, daß a<{/’ sein muß, daß also nur bei Druck eine Instabilität möglich ist. 
Zwischen den Winkeln «, 5 und y besteht die Beziehung cos’ «+ cos? +cos’y=1 und 
wir gewinnen damit, wenn wir sie für die Stäbe 1, 2 und 3 anschreiben, die beiden 
(Hleichungen 


CO8«@—= ——- sin Bi, cos y '/s sin D. 
Führen wir noch für @ den Wert c,cos« ein, so lauten die Knickbedingungen in pP aus- 
gedrückt 3 ä V3 R 
a) und c sind (2 — sin’) = b) - — sin’ = — 


- 


r Hierbei ist die erste Gleichung für die Instabilität in horizontaler 
E Richtung, die zweite für die in vertikaler Richtung maßgebend. 





| Die kritischen Werte der Last ergeben sich aus 
’ En ah a—I ° ie a— 1 . . \ 

| P : S- EF a Hierbei ist ‚in den Fällen a) und 

| 7 

| c) gleich a» sin?P, im Fall b) gleich — cos?’P, die Höhenlage A 
1 der Spitze ist bestimmt durch R=acosß= 2,V3 e cotg ?. Somit 

| wird 

. — 3 
ut 2 ) I. 
| P=V3EH sin 5 cos» bzw. „sis #7 - ———, 
| l sin # 






In Abb. 6 sind in einem rechtwinkligen Achsenkreuz als 
AR = 


a ’. ia 5 
Abszissen die Werte sin ? (2 — sin?’ß) bzw. Ys sin’ ? zu den 
2 


Ordinaten cotg 5 aufgetragen. Für ein gegebenes cl entnimmt man 
daraus die kritischen Werte 3. Man sieht, daß 
für das gezeichnete c/l zuerst Instabilität in hori- 
zontaler Richtung auftritt, da nur oberhalb des 
Ä Ä Schnittpunktes mit der a), c) Linie beide Un- 
Er | gleichheiten erfüllt sind. Bei größern c/l! Werten 


ist nur Instabilität in vertikaler Richtung vor- 
Abb. 6. handen. 
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Auch die Ergebnisse dieses Beispiels könnte man leicht an einem einfachen Modell 
kontrollieren, bei dem an Stelle der Stäbe geeignete Federn verwendet werden. 


9. Drittes Beispiel: Ebener Fachwerkträger. Das in der Abb. 7 dargestellte 
statisch bestimmte Parallelfachwerk mit statisch bestimmter Lagerung (Festlager in 0 und 
Bewegungslager in 4) hat 5 Knoten (k=5), 7 Stäbe (s—= 7) und 3 Auflagerbedingungen 
m=3). Sämtliche Gurtstäbe haben die natürliche Länge /, die verzerrte Länge a, die 
(Juerschnittsfläche # und den -Elastizitätsmodul #. Für die Gitterstäbe, die unter dem 
Winkel «@ gegen die Untergurtstäbe geneigt sind, gelten als entsprechende Größen /,a,F",E". 


7, ‚ 4 


a 

















Abb. 7. Abb. 8. 


Es soll die Stabilität eines Gleichgewichtszustandes untersucht werden, bei dem 
die Gurtstäbe gleichmäßig verkürzt oder gedehnt, die Gitterstäbe hingegen unverändert 
sind. Das zugehörige System äußerer Kräfte bestehe aus vier Horizontalkräften in den 
Knoten 0, 1,3 und 4 von der gleichen Größe !/, P. 

Zur Aufstellung der Knickbedingung verfahren wir nach 3: wir lösen das Spannungs 
problem für den deformierten Zustand und setzen den Stabkraftzuwachs Ö S gleich E FoöÖall. 

Die Knoten 1, 2 und 3 verschieben sich in der vertikalen y-Richtung um Öyı, Ö ya, 


> 


. r * . » I 
0ys und es entstehen in O0 und 4 die vertikalen Reaktionen ”:; (Oy ö yı) bzw 
a 


P f \ ro .. r . a . . . 
(öy3 — Öyı) (Abb. 8). Stellt man für den Knoten 0 die Gleichrewichtsbedingungen 
ya - 


auf, so erhält man (in vertikaler bzw. in horizontaler Richtung) 


P N Y3 P ; P ö 
. ob (ya — 6 y)+ 06 Soı sina@—=0, 6802 + 8 Su cos & = 0 
2 a 1a 
und daraus 
P u P 
Ö So1 — (d /ı —- 2 Ö Ya - Ö 3 ), Ö 032 — cotg (4 % ] Ei 2 Ö Ya Ö Y3). 
a sın d& 


{ 
+ (l 


Für den Knoten 4 sind unter Vertauschung der Indizes I mit 3 
N RE ER j bu 2 R ( ) 
© N) 4 = \ ( Yı . 21 Ya 7 Ou3 ); ( 4 om colg Fi Ö ı —+ 2 (\ vg + 093). 
ta sin « ta 


Der Schnitt durch die Stäbe 02, 12, 13 liefert als vertikale Gleichgewichtsbedinrgung 


| . P P Ööy P 
N ’ \ —— Ö 94 N / rd 
sin « = ( ) _ (O3 Öı) 
S13 en ( Y3 Yı 9 a u 43 /l)/y 
also P \ 
RN Ö 19 = (Ö /ı -20 © Ö 1/3) 
1asin« 
und analog ist ER p RT TIERE SON 
tasin«a 


Endlich gewinnt man aus der horizontalen Gleichgewichtsbedingung im früheren Schnitt 
SS; +6 Si, cosa +6 Sa = 0 
den letzten noch zu bestimmenden Stabkraftzuwachs 


0 Sı3 = 5 cotg «@.4 Ö 9. 
4a 
Die Längenänderungen der sieben Stäbe sind 
a =dneaa+sysine, Ian =im, Saum (dm — 8m) cosa+ dns sine, 
bau=dım — 0m, San = + (dm — Im) cosa — (Om 0 y,) sin «, 
bay =(d 0 — IX) cos@+ (Öy — Ödx,) sine, band; —Öxı 


mn nn 





u 


nn nr ge Te 


u nn 


[——————n 
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£ 2 Bu i 
Setzt man jedes öa gleich dem betrefienden Ö 8 bzw. 6S — -, so werden mit 


Et EF 
den Abkürzungen 
P l P: =3 l p' !E rF' u : 
) -— GO u“ (k . - > — - — 1) ) =- ze GOSs” (& r 3 
! 2a ” EF 1 DBasin’aEF ! s p i EF 
die Gleichungen für die Stäbe 01, 02 und 12 
x cotge+0yı +0 (öy+26y Ö 75) 
(e J* - 7 ww“ 
1 | 
Ö x: Ö yı 207 0 
sin « 2 cos a 
. » N \ 
+ (0 09 — 0) cotg « op —öoy)=to Ö yı 2ödy—Ny). 


Addiert man die erste und dritte Gleichung und subtrabiert hiervon die mit cos« multi 
plizierte zweite, so entsteht 


g Ö Y — Ö Ha =D p (ö Yı Ö Y: -H ; ( Ö „ — , Ö 3 Ö 1/3 ° . ° (24), 


n u “ 5) 


eine Gleichung, die nur die Öy enthält. In gleicher Weise ergibt sich für das Dreieck 


, 3, 4 unter Vertauschung der Indizes 1 mit 3 


+) ) —_ N F N 


2 0 3 Ya =VP p(o ya — OÖ Yı) + e (9a+2 Ö Ya Ö 0 A b), 


denn die horizontale Verschieblichkeit von 4 ändert nichts an der Symmetrie. Eine 
dritte Gleichung mit den drei Öy liefert das Dreieck 1, 2, 3 durch Aufstellen von 
Ö dia + O0 aus — c0s «0 a1, und Division durch sin « 


Öyı op Hm = —2opdy —2p er (e). 


Aus den Gl. (a), (b), (e) kann man durch Nullsetzen der Determinante die Knick- 


bedingung finden. Es ist aber einfacher, statt (a) und (b) die Summe und die Difierenz 
dieser Gleichungen zu nehmen, 


Ö Yy \ a 4 N Y y= j ) N Y3 h ö , a) ri H). 
) Ö . N 7 \ ) — ) 0 P N , ' — N 3 N p A ’/ı A IE (a . (b), 
Ö Yı - 2 Ö 34 Ö 7/3 2 0 p Ö !E Weiz I p Ö //2 R ’ i eG 


Die zweite Gleichung besagt: entweder ist 6 y1 =) ys, also die Knickform symmetrisch, 
oder es ist 


p I+20=2 az : ET u 
die Knickbedingung bei unsymmetrischer Form. Um nun die Knickgleichung für die 
symmetrische Form zu erhalten, setzt man 67, =,» in (a)-+(r) und in (c) ein und 
bekommt damit aus 

”) -— PR 
(0 g L+p 


2 op+t 2» 
die Beziehung 


Bezeichnen wir mit 
y A e » 
J 2 F | ’ . . . . . . ı 6 
4 tg «a 
angenähert das Trägheitsmoment der beiden Gurtquerschnitte für eine in der Mitte 
zwischen den Gurtungen liegende horizontale Achse und setzen 


2; Val ’san a1 . . . . . . . 17), 
so wird aus der ersten Gl. (13 
EJ i 
P=36 —p Tu Re 18). 
73 | 
Mit Beachtung der Gl. (14) und (15) ist daher für die symmetrische Knickform 
EJ . 
P= 36 i a ELTERN 19) 
L* 2 1 2 Q / 


und für die unsymmetrische Form 


P=72 a PL Ye Bi 20), 











Band 5, Heft 3 ö 5 j ’ 
Juni 1925 v. Mises u. Ratzersdorfer. Knicksicherheit von Fachwerken 229 


Der Grenzfall o — 0 bedeutet unendlich starke Diagonalstäbe. Hierfür werden 


EJ Pa EJ 
P= 12 Pr BaW. 72 — ; 


Bei einem vollwandigen Stab von der Länge des Untergurts (='/; L) sind die 
Br 83 EJ 0 5 Ä 
Knicklasten 5,6 —— bzw. 22,2 FrH bei einem Stab von der Länge des Obergurts (l — ?/z /, 
sind die Knicklasten hiervon das Vierfache. Der oben berechnete Grenzfall für o = 0 


liegt, wie von vornherein zu vermuten war, zwischen diesen Werten. 

Auch in diesem Fall eines ebenen Fachwerkträgers von der Gestalt eines Dach 
binders wird die Stabilitäts-Untersuchung kaum praktische Bedeutung erlangen, da lange 
bevor die berechnete Knickgrenze des Fachwerks erreicht ist, die Tragfähigkeit der 
Einzelstäbe erschöpft sein wird. Wir benutzen aber die hier durchgeführte Betrachtung, 
um im folgenden das für die Anwendungen wichtigste Problem der Stabilitätsuntersuchung, 
den langgestreckten Gitterträger, zu untersuchen. 


10. Viertes Beispiel: Der Gitterträger, Aufstellung der Gleichungen. Der in 
der Abb. 9 dargestellte statisch bestimmte und statisch bestimmt „elagerte Gitterträger, 
von dem die Untergurtknoten mit 0,2 bis 2n, die Obergurtkroten mit 1,3 bis 2n—1 be- 
ziifert sind, hat 2n—+1 Knotenpunkte, 4n — 1 Stäbe und 3 Auflagerbedingungen. 

Wie im vorhergehenden Beispiel soll die Stabilität eines Gleichgewichtszustandes 
untersucht werden, bei dem die Gurtstäbe gleichmäßig ihre länge geändert haben und 
die Gitterstäbe unverändert geblieben sind. Das zugehörige System aer äußeren Kräfte 
bestehe aus vier Horizontalkräften von der Größe '/; P, die in den Knoten 0,1, 2 n —1 
und 2 rn angreifen. Die Gurtstäbe haben die natürliche Länge /, die verzerrte Länge «, 
die (Querschnittsfläche F, den Elastizitätsmodul X; für die Gitterstäbe gilt entsprechend 
= : cos @,a' F’,E', « ist der Winkel, den sie mit den Untergurtstäben einschließen. Bei 


der Berechnung wollen wir uns auf symmetrische Deiormation des ganzen Fachwerks 
beschränken. 























‚2 
pe: 
Ad k 
A 
7p 
ni Y 
PAY { 
Abb. 9 Abb. 10. 


Wir schlagen denselben Weg ein wie in 9, indem wir die Spannungen für den 
deformierten Zustand ermitteln und die Stabkraftzuwächse ö6S gleich EF öall setzen. 
Die Verschiebungen bezeichnen wir jetzt der Kürze halber mit ES und n an Stelle der 


4 


früheren öx und Öö,. In der Abb. 10 sind zwei Dreiecke » 1, v,v»+1,r+2 im ver- 
zerrten Zustand herausgezeichnet. Bei einem Schnitt durch die drei Stäbe v — 1,v—+ 1 
,,v?+1;:»,v+2 liefert die vertikale Gleichgewichtsbedingung 
| P 
OS, ,„1Ii= m+2tm-+1 = u 4 i ‚ ‚ > (4) 
2asin« 
. r .. . a 
Stellt man das Moment für den Knoten » auf, so erhält man mit h—= _tg« 
>) 
j > 
6 S,—-1,,»t1= ce © m +ı 2m Tm-1— 2N) » »- . b). 
"ür den Diagonalstab » — 1, v ist in gleicher Weise 
ni P 
68,1, = — mt m +m-1+m-) : : . . (eo). 
Zasina 
Die Längenänderungen der Stäbe eines Dreiecks vr — |, v», v +1 sind 
oav—1 =8&,11— 8-1, ev —-1,y=(&, — &,-1)c0os@-+ (n, n,—ı) sin «, 
day» Htı= (ln +1 — $,)cose + (n,+1— 7.) sin « 


m |— ne or 
ca; 2 


———— 








————r 


—e——n 
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und daraus wird, wenn man die 2. und >. Gleichung addiert und hiervon die mit cos @ 


multiplizierte erste subtrahiert 


— 0 -1,,+108@ +0 —1,,+da,,4ı=(m +1 —- 2m + m-ı) sin «. 
"ührt man die Werte der Stabkraftzuwächse ein, so erhält man unter Beachtung 
daß Öa=dNSUEF bzw. ÖS l/E F' mit den Abkürzungen der Gl. (13) die Differenzen- 
eleichung 


N | zn rn | pm+1rzmw th | 2m)+op N-+2 2n, + n,—2 (21). 
Sie wurde hier nur für ein (einen ÜObergurtstab enthaltendes) Dreieck hergeleitet, 
gilt aber, wie man sich leicht überzeugt, unverändert auch für alle anderen Dreiecke 
von 9 2 bis 2 2. Für »=1 tritt in (21) noch 7-ı auf, worin die Neigung eines 
links von 1 liegenden Gurtstabes zum Ausdruck kommt. Da die äußere Kraft in I 
horizontal ist, hat man 7-1 nı zu setzen, was man auch unmittelbar durch Ausrechnen 
von 085, bestätigen kann. Die Randbedingungen der Diiferenzengleichung (21) lauten 
also (bei Symmetrie 


1o U, 1 l 1 R N n 1 N ® 1 N > ) ) ' \ j 22), 
Schreibt man die Gl. (21) für v=|1,2.... nr mit diesen Nebenbedingungen an, 
so entstehen » lineare, homogene Gleichungen für n,m . .. 2, deren gleich Null ge- 


setzte Determinante die Knickgleichung bildet. Wir eliminieren aber zunächst in Gl. (21) 
mit Hilfe der Substitution 


= ıy 4 3 ıı 
das störende ‚, Die Dififerenzengleichung wird dann 
wH+1 2 yy +! | p(w+trı +2 + -V)top(y,+2 - 2, +mw-2) (21) 
und die Randbedingungen sind jetzt 
yo "Yı, A FE Yıarıam Ya—ı5 Yn+t3=Yn-ı . . (22). 


Bevor wir auf die Untersuchung des allgemeinen Falles eingehen, sollen zunächst 
die Grenzfälle von sehr starken und sehr schwachen Diagonalen betrachtet werden. 


11. Der Gitterträger. Diskussion von Sonderfällen. A. Sehr starke Dia- 
geonalen bei endlicher Felderzahl. Im Grenzfall unendlich starker Diagonalen ist 





v 0. Dann wird aus Gl. (21°) die Kettengleichung zweiter Ordnung 
y+rı-?y+ty-ı = p(y +1 hy 
mit den Randbedingungen 
Yo - Uly Un | Y u G 
Die anderen Bedingungen fallen fort, da weder y—ı, noch %y,.+ı in den Gleichungen vor- 
kommen. Setzt man, um die Kettengleichung aufzulösen (zu »integrieren«), zunächst 
ie 
so ergibt sich durch Einsetzen und Kürzung durch x’, daß x der Gleichung 
ce —- 2 +1lle= — pe +2 + 11%) 
genügen muß. Daraus erhäli man, unter Beachtung, daß x —e‘', also c-+1/e@=2c0s2 
die Beziehung cos I=—p(cosz-+ 1) oder p=tg?—-. Die allgemeine Lösung ist 
aus Bestandteilen der Form -’ ‘ zusammenzusetzen, kann also in der Gestalt 
yw=4Acosrz+Bsinvrz 


veschrieben werden. Die Randbedingungen ergeben 


N 


A Acosz2— Bsinz, Acos(n+1)z+Bsin (n-+1):=Acos(n— 1):+Bsin 'n—1)2. 
Damit es überhaupt eine Lösung des Ansatzes (21), (22) in der jetzt vereinfachten Form 
gibt, müssen diese beiden Gleichungen mit dem Unbekannten A, B auflösbar sein. Dem 
nach muß ihre Determinante verschwinden und wir erhalten die Knickbedingung 


l —+ 008 2 sin 2 ı 8 2 
RR oder cos(2n — |) . C03 = (0 
’sinnz-sinz, 2cosnz-sinz 2 2 
daher 2n—1 zn, In, 5... bzw. z=n, In. 
Für den kleinsten kritischen Wert 2 —=7:(2?n —- 1) ist 
TI 
D to 
2 (2n 1) 
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Mit den Bezeichnungen |siehe Gl. (16) und (17), 


J=2 F( we le FA 
ı tg a 
gewinnt man aus der ersten Gleichung (13) die Beziehung 
EJ, 
P=4_—(2n—1)'p. . I ER 


und es wird, wenn man den oben gefundenen Wert von p einsetzt, die kritische Last 


7 4n—2 7 ii 
P=x’— mit x» = tg a a a Er 5° 
L? It In 2 


Der nur von der Felderzahl abhängige Faktor * ist sehr wenig von 7 verschieden. Bei 
großer Felderzahl wird + praktisch gleich z und als Knicklast ergibt sich die Eulersche 
Formel. Für n=2 ist = 1,103; n=3, x*=1,034; n=4,7= 1,017; n=5,*= 1,010; 
n=10, z=1,002. Der Gitterstab mit sehr starken Diagonalen verhält sich also schon 
bei verhältnismäßig geringer Felderzahl fast genau so wie ein Vollwandträger, der 
aus den beiden Gurtquerschnitten besteht. Diese Aehnlichkeit mit dem vollwandigen Stab 
besteht aber nur hinsichtlich der ersten Knicklast, die allerdings praktisch allein in Frage 
kommt. Die späteren Knicklasten weichen beträchtlich ab und sind beim Gitterstab über- 
haupt nur in beschränkter Zahl vorhanden. Die (geringe) Erhöhung des Wertes x über 7 
erklärt sich damit, daß die Annahme L=(n — !/;)a als Länge für den vollwandigen 
Ersatz-Stab nur eine im Grunde willkürliche Schätzung ist. 


B. Schwache Diagonalen bei großer Felderzahl. Wir wollen zunächst die 
allgemein gültige Diiferenzengleichung (21) etwas umformen. Die Diiierenzenquotienten 
zweiter und vierter Ordnung sind allgemein 


I? y y+1—2ys + y 4% y+3 ty, +ı +6yv—4y, + y—92 
_ ——— — und —' r — 2 
41x (4 x)? AI x* (4 x)* 
Da in unserem Fall Ax =a/2, so lautet mit L= (n a) a die Differenzengleichung (21 
in anderer Schreibweise & 
1 22 1? 1? y Lt 4y vi 75 
Bu: 2 _, u | SUN (9 
(2n— 1)?4x° 2n— 1)? J x? "L2n—1J4x' (2n—1)?4 x? ]) 


Wir lassen nun bei festem Z/, die Felderzahl n ins Unendliche wachsen. Dann gehen die 

Differenzenquotienten in die Differentialqyuotienten über und die Glieder in (22”) die 

(2n — 1)‘ im Nenner haben, treten gegen die mit (?” — 1)’zurück. Den Wert » muß man von 
h a 1 

gleicher Größenordnung ansehen wie >, @8 bleibt daher, wenn o nicht sehr groß 


“ 


(* 
w Ft 


wird, auf der rechten Seite der Gleichung (22) nur —4p:y. Nehmen wir aber sehr 
schwache Diagonalen, d.h. o groß an, so liefern die Glieder niederster Ordnung 
L? ' 5 - 5 ) 2 
a -Z, Ti, 
mit den Randbedingungen y=0 für z=0 und <= /.. 
Dies ist die bekannte Differentialgleichung, die sich bei der Berechnung der 
Knicklast eines einteiligen Stabes ergibt. Es muß also 


(2n — 1)? N RE: 5. 
BP dein 2 
sein und daraus wird ie n? 
ı \(2n I)’ +on 


Mit Gl. (24) erhält man nun, wenn man angenähert (?2?n — 1)? —= 4n? setzt, die kritische Last! 
| n°EJ 
Bez e ap‘ 
P— —; ; ei. 
1 + W 
4n“ 
Für unendliches n ist dies wieder die Eulersche Formel, für endliche Felderzahl zeigt 
Gl. (26) eine um so größere Abnahme, je schwächer die Diagonalverbindungen sind. 


)) Eine ähnliche Formel, die jedoch nur unter einigen willkürlichen Annahmen herzeleitet ist, 


findet sich bei K. Ljungberg. Auf Knickunz beanspruchte Gitterstäbe. Der Eisenbau 1922, S. 100 
bis 105. Es wird dabei von vornherein vorausgesetzt, daß die Knotenpunkte beider Gurtungen nach der 
Deformation auf parallelen Kurven liegen und daß die Ausbiegung eines Knotenpunktes das arithmetische 
Mittel der Ausbiegungen der rechts und links davon liegenden Knotenpunkte ist. 





| ——— 





ap ee 


um m 
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C. Schwache Diagonalen bei endlicher Felderzahl. Es ist von grund- 
sätzlichem Interesse zu erfahren, was der Gitterstab tragen kann, wenn das Gitter im 
Vergleich zu den Gurtstäben sehr schwach wird. Die für große Felderzahl entwickelte 
Formel (26) zeigt nur, daß bei einem endlichen n-Wert p=0 wird, wenn 0 gegen 
unendlich geht. Auf die Frage, wie groß p' = ep wird, gibt aber diese Gleichung keine 
unmittelbare Antwort. 


Setzt man in Gl. (21’) p=0, so wird 
Yı+ı — 2 + w-ı = pP’ (yrr2 — 2y, + Yı-ı) 
mit den Randbedingungen 
yı = Yı, Y Yı, Ya+ı = Yn- 15 Yıt3=Y 


Das allgemeine Integral lautet 


y—=4Acosrz+ Bsinrz + C, 


wobei mit 7, = e”*' — ı” der Wert der Gleichung (vergl. oben unter A 
r 2 4- I/r p y? 9) + 1/,r? 
eenügen muß. Damit erhält man 
ae 1 
2 (082 l)= Ip sin’ 2 oder p 
| eo8' — 
> 
Nun ergeben die beiden ersten Randbedingungen Bsinz—= —Bsinz, also B=0 und 
dann C A cos’ z/2; die beiden Symmetriebedingungen 
Acos(n+1)r—= Acos(n L) 2, Acos(n + ?2)z Acos(n 2) 2 
und somit ©=7/n. Daher ist 
p = 
- ° r . 1 = +) 
und aus Gl. (13) die kritische Last ’ 
En | EV ' 1“ N 
P=FE ]F sin’ 0% c0s’«& - Ü F sin’ « cos‘ «| 4 BuER i 26° 
2 


COS 


Bei sehr schwacher Vergitterung wird die Tragfähigkeit ledielich durch den 
Querschnitt der Gitterstäbe begrenzt; daß die Knicklast ? mit wachsender Felder- 
zahl n abnimmt, liegt daran, daß mit n die Länge ZL des Trägers zunimmt, die sonst in 
G1. (27) nicht enthalten ist. 


12. Der Gitterstab. Diskussion des allgemeinen Falles. Die Differenzen- 
gleichung (21) wird integriert durch 


Acosrz + Bsinrz + (Cosrz' + D Sin ’z, 
wofern #=e und x—=e‘' der Bedingung genügen, die man durch Einsetzen von 
Yv x’ in G]. (21) erhält. Diese Bedingung lautet: 

7 2 + 1/a ? + 1/x) + pa Z lc’) 

oder +92 ' ag 

+ 12, ° - 1.7) +2 - £ 0 

/ p 

Von den zwei Lösungen dieser Gleichung für 7 + 1/x als Unbekannte ist die eine kleiner 


als 2, die andere größer als 2. Wir setzen die erstere gleich ? cosz, die andere gleich 
»Cosz. Es sind daher 
1 +4 pP ’ f 1 — 2p' : . ' 
— (052 + L0S2, — (Cos2 Los2. 
2p 2p 
Nun verlangen die Randbedingungen (22), wenn man die beiden ersten in der Form 
h =Yy—ı, w= la —+ 7.) anschreibt 


2Bsin:+2D&Sun’=0, A(L+00s:2)+C(1 +Cosz2)— 0, 
Alcos (n-+-1)z — eos {n 1)2|+ BIsin(n+ 1): — sin(n— ı):] 
+ C |Cos (n + 1)z vos(n 1)2]+DiSinn+1)z2 — Sin(n — 1) z'] =, 
Alcos(n-+2)z2 cos {n 2)z)+ Bisin(n+ 2): sin(n — 2, z| 
C|Cos(n + 2)z2 — Cos (n — 2)7)+ D|Sin(n + 2)! — Sin(n — 2) 2] — 0. 
Die gleich Null gesetzte Determinante dieser Gleichungen ist die Kniekbedingung (vgl. 11) 


und man gewinnt nach einiger Umformung, unter Beachtung des Additionstheorems für 
goniometrische bzw. für Hvperbelfanktionen die Beziehure 


> 


tg, tgnz Ie-' Ignaz. 
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Drückt man diese Funktionen von z und z’ durch cos: bzw. Cos:' aus, so erhält man 
einen in diesen beiden Variablen symmetrischen Ausdruck und ein soleher läßt sich stets 


durch Summe und Produkt der Variablen darstellen. Da nun cds 2 -+ (os? — 3. und 


7 ’ 
2p 
\ ’ 1 u p A 2p’ . \ . F N 
cosz: Cosz = war, so entsteht eine Gleichung zwischen p und p —=e:'p. 
-p 
Zum Beispiel gelten für n = 2 
z 2 cosz(1 + cos 2) z 
te — 182: = —, Tg — : Tg 2 
> 8 2 co8?2—1 8 2 8 
Durch Gleichsetzen und Reduzieren wird 
20082: 0os2? —(cos:+Cos’)+1=0 oder p(3-+2e)—1, 
d.i. die im dritten Beispiel direkt abgeleitete Gleichung (15). 

Für größere n verfährt man 
einfacher graphisch, indem man 
zu cos 2 bzw. Uus z’ als Abszissen 
die Funktionen —tgz/2tgn 
bzw. Tg?/2- Tgnz als Ordi- 
naten aufträgt, die Punkte glei- 
cher Höhe zusammenfaßt und 
aus deren Abszissen das arith- 
metische Mittel und das Produkt 
bildet. Man gewinnt so eine | 
Kurve mit den Koordinaten [97 19% 
g— !/, (cosz + (os2), "= 0082 
Cos 2’ (Abb. 11), die man zufolge 
+9 Abb. 11. 


’ 
2p 


2 Cosz’(t — Cos ?’) 


5) 


2 Cos?2'’— 1 





der Beziehungen 2° — 


l-p2-— 22’ , i vr 2° 200 | 
- Eu in eine p,p-Linie verwandeln kann. Die Umwandlung ist linear, d.h. 
p a’ 
einer Geraden in 5,7 entspricht eine Gerade in p,p. Die Konstruktion zeigt, daß die 
p,p' Linien nicht merklich von Geraden abweichen. Für n— 2 ist es exakt die Gerade 


3p-+ 2p' = 1, für sehr große n-Werte die Gerade I6n?p + 4rn?p'= r? (11, Grenzfall B). In 


/ 


Abb. 12 sind als Abszissen die Werte p zu den Ördinaten “(en — 1)’p verzeichnet; 
7T 


es wurden die beiden Geraden n= 2 und n=* eingetragen und dann die aus A) und 

C) berechneten Punkte, die auf den Achsen liegen, geradlinig verbunden. Nimmt man 

diese Geraden als Näherungslösung an, so hat man für die Gerade, die durch die Punkte 
n 1 ’ ) 7T 


p=0, = —, p=0 pet 
4 c08? n—3 


hindurchgeht, die Gleichung 
p etg? _— H-4p' cos? _ — 


4in— 2 2n 







vollwandtr ger 


> - 
Pr 7 
050 BP FE SZ 
Pf vSsin?oa:Cosa 





Abb. 12. 


16 


en nm nn er 





m ur nen. 


nn. nn rn 








. pet a r . Ztschr. f. angew. 
234 v Mises u. Ratzersdorfer, Knicksicherheit von Fachwerken Math. und Mech. 


Setzt man hier p—= ep, löst nach p auf, führt dann für p seinen Wert Pl’: EJn°’ ein, 
so erhält man als Gesamtergebnis die kritische Last für den Gitterträger 


k* EJ 
P= n? — . ne en Dr 
1 1 AO 2, 
mit EF 1 m Ain—2 7T : R / zu u\2? 
Q k’= « {or A (2 to : COS . 
“ E F I) co a’ ( TT “ In ‚)» » Ain—2 ’n 


Nachfolgend sind für einige Werte n die Koeflizienten k? und A zusammengestellt. 


l:s sind für N == 2 k’ == 1,216 4, = 0,6667 
3 1,070 0,3167 
4 1,035 0,1778 
ö 1,020 0,1125 
10 1,004 0,0269 
% l u. 


Damit ist man in Stand gesetzt, mit der für die Praxis erforderlichen Genauig- 
keit die Tragfähigkeit des Gitterträgers bei jeder Felderzahl und jedem Stärke- 
verhältnis zwischen Gurt und Vergitterung zu beurteilen. 

13. Bemerkung über das sog. seitliche Ausknicken ebener Fachwerkträger. 
Wir gehen von dem im dritten Beispiel behandelten ebenen Fachwerkträger aus und 


wollen ihn jetzt als ein räumliches Fachwerk ansehen. Wenn das räumliche System 
statisch bestimmt gelagert sein soll, so müssen wir noch drei Knoten, z. B. die Punkte 


0, 4 und 1 (oder 3) in Richtung senkrecht zur Tragwerk-Ebene — in der :-Richtung 
festlegen. Die Verschiebungen der Knotenpunkte sind wie früher Öyı, Öy., öy;s und noch 
dazu in der --Richtung Ö2;. Die Reaktionen in 0 und 4 sind nun in der y-Richtung 
dieselben wie vorher, die in der --Richtung sind in den Knoten 0, 4 und 1 

E Ö23, ” 2 Ö23, V, 

ta 4a 


wie man aus den Momentengleichungen sofort erkennt. Die Stabkraftzuwächse der ein- 
zelnen Stäbe haben die gleichen Werte wie beim Beispiel 3, da die Zusätze, die infolge 
der :-Verschiebung in der &-y-Ebene entstehen, von zweiter Kleinheitsordnung sind. So- 
mit kommt zu den früheren Knickbedingungen noch die hinzu: 
P: Ö23 == U, 

Daraus geht hervor, daß in der Richtung senkrecht zur Systemebene Stabilität nur be- 
stehen kann, wenn man die Biegungssteifigkeit berücksichtigt oder wenn man die Knoten- 
punkte in der (@uerrichtung elastisch stützt. 

Wir untersuchen nun die Seitenstabilität des Gitterträgers, unseres vierten Bei- 
spiels, wobei jeder Knoten des Obergurts und des Untergurts in der :-Richtung elastisch 
gestützt sei, während nur die Endpunkte fest gelagert sind. Drei aufeinanderfolgende 
Knotenpunkte eines Gurtstabes, die je den Abstand a voneinander haben, bezeichnen wir 


mit % I, #, #—+- 1, die zugehörigen Ausbiegungen in der Querrichtung mit .—ı, 2, 
?,+1. Die Auflagerkraft im Knoten 4 
P . 
(Jr _— y 4 ] r 2 Zx — <{Yy | } 


2a 


setzt man jetzt als Bedingung für die elastische Stützung proportional der Ausbiegung z, 
(dr = k 2 Zys 


k ist die Auflagerkraft bei der Durchbiegung 1, 1:% ist die Ausbiegung bei der Auflager 
kraft 1. Man erhält somit die Diiferenzengleichung 


Lu a a6 Ri y, 
mit den Randbedingungen = 0,9 =0:;:x=na=L, „=0. Das allgemeine Integral ist 
Acosxv + Bsinxov, 
wobei mit > — x* der Wert :r der Gleichung 
oc 2 +- 1 =x% 


geniigen muß. Damit entsteht 


2a i 
IR — 4 sın“ 
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Aus den Randbedingungen folgen A—0, Bsinnv= 0, also 


IT 2n 
® 0, : 
n n 
und daher 
j L i 
’=- ER Na a BR ee 
n sin“ 


17} n 


denn v© = 0 liefert ein unendliches ?P). Man kann nun bei einer praktischen Berechnung 
z. B. die Forderung aufstellen, daß die Querstützung, d. i. der Wert k, derart gewählt 
wird, daß das aus Gl. (29) bestimmte P mindestens gleich dem kritischen Wert für das 
Ausknicken in der Systemebene ist. 

Im Grenzfall der stetigen elastischen (Juerstützung 


geht die oben angesetzte 
Diiferenzengleichung 


J'z au 2k 
Ix° N ap 
in die Differentialgleichung 
„' 2 k n 
. — CT ö p h 


über. Da dies dieselbe Beziehung ist, die sich bei der Berechnung der Knicklast eines 
einteiligen Stabes ergibt, können wir schreiben 


2k 7? 
ar L* 
und mit k:a=%k entsteht 
‚[L° 
P = 2 k n (29 y 
73 
was auch aus Gl. (29) hervorgeht. Auch diese Beziehung kann in der gleichen Weise 
wie (29) verwendet werden. 460 


Die Torsionsstabilität des dünnwandigen Rohres. 
Von E. SCHWERIN in Berlin-Halensee. 


in kreiszylindrisches, dünnwandiges Rohr, das durch entgegengesetzt gleiche Dreh- 

momente an seinen Enden auf Verdrehen beansprucht ist, wird, sobald die Torsions- 

spannung ein gewisses kritisches Maß überschreitet, in einen labilen Gleichgewichts- 
zustand übergehen. Je nach dem Verhältnis von Länge, Halbmesser und Wandstärke zu- 
einander wird die Labilität sich mehr in einem seitlichen Ausweichen des Rohres als 
Ganzes ohne merkliche Querschnittsdeformation oder in einer starken Faltung und Aıs- 
beulung der @uerschnitte äußern. Während das Ausweichen langer Stäbe von zwar 
kleinem, aber vollem (uerschnitt bereits von Greenhill?) behandelt wurde, scheint die 
Frage des Ausbeulens ringförmiger Querschnitte, insbesondere auch kurzer Rohre, die 
2. B. für die sehr dünnwandigen metallenen Holme, Steuerorgane, Rümpfe gewisser 
Flugzeugtypen von Wichtigkeit ist, noch nicht näher untersucht zu sein, und sei daher 
im folgenden eingehend behandelt’). 


1. Aufstellung der Grundgleichungen. Ein dünnwandiges Rohr von der 
Wandstärke d, dem Halbmesser a der Mittelfläche, der Länge 2/ aus homogenem Material 
(Elastizitätsmodul E, Querkontraktionszahl 0) werde durch zwei an seinen Enden an- 
greifende, entgegengesetzt gleiche, achsiale Drehmomente auf Verdrehung beansprucht. 

Um den Spannungs- und Formänderungszustand zu kennzeichnen, werde im 
Punkte P (Abb. 1) durch je zwei benachbarte Schnitte längs der Erzeugenden bzw. quer 
zur Rohrachse ein unendlich kleines sektorförmiges Rohrelement herausgeschnitten, dessen 
Lage durch seinen in der Längsrichtung gemessenen Abstand vom Mittelquerschnitt des 
Rohres sowie den Zentriwinkel gegen einen festen Achsenschnitt bestimmt sei. 


') Vortrag zehalten auf dem I. Internationalen Congreß für angewandte Mathematik und Mechanik 
n Delft 1924, 
2) A. G. Greennill, Proceedings of the Institutions of Mechanical Engineers, 1883, S. 183 


J O, 


“) Die erste Anrezung zu der vorliegenden Arbeit verdanke ich Herrn Reißner. 
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- L ur Re Der Punkt P werde zum Aufangs- 





punkt eines Koordinatensystems gewählt, 
dessen positive x-Achse in Richtung der 
Rohrachse nach links weist und dessen 
v y und z-Achse in die Richtung der Tan- 














p 
n | gente bzw. des Radius fallen. Auf die 
RA 424 Pe x ——h nach wachsendem x und y hin gelegenen 
Abb. 1. Seitenflächen des Zylinderelements wirken 


dann folgende, auf die ganze Wand- 
stärke öÖ und die Längeneinheit bezogenen Resultanten von Kräften und Momenten: 
längs des Querschnitts des Rohres: 
gleichmäßig über die Wandstärke verteilte Normalspannungen als Zugspannungen 
positiv, mit der Resultierenden 77,; linear mit dem Abstand von der Mittel- 
fläche wachsende Biegungsspannungen, statisch gleichwertig einem Kräftepaar 
vom Moment Gh, positiv, wenn auf Zubiegung der Schale hinwirkend; 
Schubspannungen in Richtung der 2-Achse mit der Resultierenden N}; 
Torsionsspannungen statisch gleichwertig einem Torsionsmoment 7, positiv, wenn 
entgegengesetzt dem Uhrzeiger drehend; 
Schubspannungen in Richtung der „-Achse mit der Resultierenden $ı ; 
längs der Zylindererzeugenden: 
analoge Spannungsresultanten 7%, N, und Spannungsmomente G,, gleichfalls als 
zubiegende Momente positiv; 
Scbubspannungen in Richtung der negativen x-Achse mit der Resultierenden $;; 
Torsionsspannungen, gleichwertig einem Torsionsmoment H positiv im Sinne des 
Uhrzeigers. 
Die Formänderung der Schale sei in folgender Weise gekennzeichnet: 
u, v, w die in die Richtungen der bzw. x, y, z-Achsen fallenden Verschiebungs- 
komponenten von P. 
&,& in der Mittelfläche gemessene Dehnungen in Richtung der Erzeugenden bzw. 
senkrecht dazu. 
© Winkelverkleinerung des ursprünglich rechten, von den positiven x- und y- 
Richtungen eingeschlossenen Winkels. 
%ı, %# Krümmungsänderungen in Richtung der Erzeugenden bzw. senkrecht dazu, 
als Aufbiegungen positiv. 
r der gegenseitige Verdrehungswinkel zweier auf derselben Erzeugenden im Ab- 
stand der Längeneinheit liegender @Qaerschnittselemente, positiv im Sinne von H. 


Bezeichnet o die (uerkontraktionszahl und wird zur Abkürzung: 
Eö° 
D= — 
12(1 — 0%) 


gesetzt, so sind nach Love') die Spannungsresultanten bzw. Spannungsmomente mit den 
Formänderungen in folgender Weise verbunden: 


m 12D | 
N = v2 \&ı + 08&,), G1=— D (#1 + 0%), 
j2 
BE 12D i u y f, 
T, = 52 c2 — OÖ €), G=— Ds +60%), 
’ 12D1-—o R 
N, 4 — =, H= Di—o)r, 
0” 4 
2 = Sı — Illa. 
Ferner ergeben sich aus den von Love angegebenen allgemeinen Beziehungen, 
wenn zur Abkürzung: du u 
s=1la, m üb, = U 
[@) - Jo Y 
geschrieben wird, folgende Formänderungs-Verschiebungsgleichungen: 
aı=u, an—=w, 
ag=v+u, a" =w” —v, 
ao —wv + u ar=u —v 


’ ’ 


') Love, Treatise on the Theory of Elastieity, vol. II, S. 221 ft. 
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während die Gleichgewichtsbedingungen, die hier wie bei allen Stabilitätsproblemen auf 
die deformierte Schale zu beziehen sind, lauten: 
T — Ss’ — n Sı nn Rr+ gı Xı + ge N, = 0 
S'’+ 7°— p'’ MN —-pN+nT rn G=0 er 
N'+ N, — m Tı +9 Sa + pı Sı + pı Tr = 0 
H'’ —G' —ı' Gh +Hn +Ma=(, 
G' — H’+r' HD — G,n — Na=|, 


wo: pı =atr, p = —-1-+az, 
qı = —- (AA,, 4 = (dA T, 
r. = My PER h; ra = Ep. 


Solange nun die Größe der an den Stabenden wirkenden Drehmomente M, einen 
gewissen Betrag nicht überschreitet, das Rohr also noch seine gerade, kreisringförmige 


Form besitzt, wird sich ein — durch den Index 0 als Ausgangszustand gekenn- 
zeichneter — Spannungszustand einstellen, der durch folgende Werte der Spannungen 
und Formänderangen bestimmt ist: 
4% —— Ta, — 0, Lo = Wwı = 0, (F} == (F = 0, H=0 . R . (1 R 
PER Mp 12D a ae Mp(l +0 
I Tguza 9 > ” . 2 na’ÖöE 


Erreicht jedoch die Größe der Drehmomente den kritisehen Wert, so wird neben 
diesem Grundzustand noch ein anderer, demselben gewissermaßen benachbarter, mit nur 
sehr wenig von ersterem verschiedenen Spannungen und Formänderungen möglich sein, 
der ebenfalls den Randbedingungen genügt. Werden also die Spannungen und Ver- 
schiebungen dieses letzteren Zustandes mit gewöhnlichen Buchstaben, die zum Grund- 
zustand (1) hinzuzufügenden, sehr kleinen Zusatzspannungen und Verschiebungen durch 
überstrichene gekennzeichnet, so ist: 


S=-S+S, SERIE; 1 te 
Führt man dann Ansatz 2) in (I), (II), (III) ein, so erhält man, wenn die Produkte 
der sehr kleinen überstrichenen Größen vernachlässigt werden, aus den Gleichgewichts- 


bedingungen (Ill) nach Elimination von N,, N»: !) 
T+S’+ HjJa— v/aS, =0 
S’+ T’— Hia+G')a+S& —0 
Gı — 2? H’+ oh" +2ua’Ts -— T,a=0 \ 
während (1) (Il) ungeändert, jedoch mit überstrichenen Größen zu denken sind, 


IlIa), 


2. Integration der Grundgleichungen. Um nun das vorstehende Gleichungs- 
system zu integrieren, setzen wir als Partikulärlösung für die Verschiebungen u,v, ww an: 


u=wsin(mf+tng), veunsin(mitng), wewcos(mi+ng). (6), 
wo n eine positive ganze Zahl und %, vo, wo Konstante bedeuten, so daß nach (II) und (I): 
aı—=wmceos(mi-+ny), ar = — wo m’cos(mö+ng), 
as —=(vun+ w)cos(m&+ng), an —- (wn?’+mn)ecos(mitng 
aa— (m m+wn)cos(mä+ng), at —- m(wn+v)cos(mSö+tng), 
12D w Q 0 £ 
T= 32 lvo m— o(v%, N—- Un ] cos (m stng ); G} —)) a®[ wo m—- on (wo N—+V%o | cos(m s+tng " 
r 12D s in y 2f { [77 = 
T = ‚2 (vn+ un +0ouom) cos (mSi+ny), G: = DJa?[n(won+r,) + 0 wom?|eos(mS--ng), 
( 
12D, + D(1—0) 2 
SS = ‚2 (Vom +wuon) cos (mS-+nY9), H = — z m(won+ ©) cos (mS+nY). 
0" a 


Führt man diese Werte für die Spannungsresultanten und Momente in die Gleich- 
gewichtsbedingungen (Illa) ein, so ergeben sich folgende drei Gleichungen für die Ver- 


schiebungen vu, v, w: U +uVı +w WW: = 0 
Uo Us +» V; + wo W3 = (0) . : . ; ; R i 5 (IV ), 
uo U; +%V3; + wo W; = 0 


I) Die Striche über den Buchsta’en werden im folgeı.den f.rtzelas en 


 ——— | en 





——— nn nr 
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Ak 
wo, wenn = : gesetzt wird: 
12a 
, ni: Ö ® 1+0 O 
l m n® ß V; mn| — HEelil—060)i+ % m“, 
> ’ r ‘ 
L 3 2 
14 m o—+E(l o) nn“), 
y | Ö = l 0 1 ) | 0 
U; mn, V; Zr m’ Ein“ l 6)m“| — 0809 mn, 
) ) > 
, ' 9 g\ 1 0 
MW Pu nl r\N! rm )| 80 mn, 
® > 
U, = m 6, V. nelm?(2 — oo) Hn’!! —n W (1 — com, 
W; { (m? n),— 1 —- mr{l| O) @n. 


3. Aufstellung der $tabilitätsbedingungen. Für die in diesem Gleichgewichts- 
system (IV) zu bestimmenden Werte von %o, ®o, “0 werden sich nur dann von 0 ver- 
schiedene Werte ergeben, und es wird daher eine von der kreiszylindrischen abweichende 


ausgebeulte Rohrform möglich seip, wenn eine der drei Gl. (IV) die Folge der beiden 
anderen ist, d.h. wenn die Nennerdeterminante von (IV) verschwindet. 
Die Stabilitätsbedingeung lautet demnach: 
U, v, w, 
Us V> W, un 1) Va), 
U; V3 W; 
oder, in aufgelöster Form, wenn: 
1 0 80 ' 
» EEE ,ı) ei 
co > wo E 6 y 
A eu . T B eo 1 Ü - V, 
wo, mit: 5 = 0,25, wenn & nur in der ersten beibehalten wird: 
A= | Im? loan‘ 9)+3n? (nm? L)|, 
B | q 
Mm m’ 86 +E(29 n° 2U + m’/32 
m 
IS n I —+ 76n* bin 6)| 4 "/g n“ (n? - ] (2 — ne 
( m t m n’E 12 n*|5 e(1V +-32n N“ 1)}| 
N m’n’eln“ L)’ + n’e(n? L)? 


Da diese Bedingungsgleichung vom achten Grade in m ist, wird sie zu jedem als 
eegeben zu denkenden Weıtesystem von 8, n,co acht im allgemeinen voneinander ver- 
schiedene Wurzeln liefern; da dann jeder von ihnen einer Partikulärlösung entspricht, 
wird demnach das vollständige Integral lauten: 


8 g N 
Th > wo. eos (m S nd), U > ®,. sin (m; NnGq), Um = U sin (m Er NG (3a j 

| I I 
worin die Verhältnisse: 20,/2C0, %o,/?o, sich aus zweien der drei Gl. (IV) ergeben und die 
acht willkürlichen Konstanten w,, go zu bestimmen sind, daß den Randbedingungen in 
S—+l/a und $ !a Genüge geleistet wird. 


4. Randbedingungen. 


Fälle in Betracht, nämlich: 


Fiir diese Randbedingungen kommen hauptsächlich drei 


I. Beide Ränder sind vollständig frei, 


2, Ä » gelenkig gestützt, 
3. » unter Einspannung der Erzieugenden gestützt. 
Dann würden die Randbedingungen folgendermaßen lauten: 
zu l T, Er. N u; H d U, N, H°’ (I — V, Gi, N () 
2... 0, Gi, 0, T,., 710, N | Ha, ya 9, (v1). 
3. W Ya) 0, u da UV, T, [1] ==), N m Ha 0 \ 


Es sind a!so an jedem End4querschnitt vier, demnach acht Bedingungen zu be- 
iriedigen, was, wie aus dem folgenden hervorgeht, mit dem obigen Ansatz in den Fällen 
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1) 2) 3), wie überhaupt immer dann möglich ist, wenn beide Ränder in gleichartiger 
We'se gelagert sind. 


Beschränkt man sich nämlich z. B. — wie wir dies im folgenden der Einfachheit 
halber tun wollen — im Falle 2) auf die Hauptforderung, daß w in S— +t/!/a für 
jeden Wert von g verschwinden solle, so liefert diese, wenn: wo = w,, 608 (mıS-+-nY) 
+ wo, cos (m $+ng) die zwei Bedingungen für S=-+//a: 

wo, 608 mı l/a—+ wo, cos my la—=h0 | vJ 
wo, sin mı !’a+ wo, sin mla—0 \ 
und die gleichen Bedingungen für S=—-l/a, so daß dann die Bedingung w — 0 in 
&—= — /!/a von selbst erfüllt ist und nur zwei Werte m für die vollständige Befriedigung 
der Grenzbedingung ı— 0 ausreichen. Diese beiden Werte nı und m; müssen, damit 
sich aus (IV) von Null verschiedene Werte für w., und wo, ergeben, der Bedingung 
genügen: 
eos mı la cos ma l/a R 
sin m, l/a sin m; l’a 


d.h. sin |(nı — m,)l/al=0 oder: 
mn. —- m —=nRaltl, wi=1,2,3 .. . (VIla), 
wobei natürlich das kleinste kritische Drehmoment sich für @©—= I ergibt. 
Soll die Lösung 3a) außer der Bedingung »= 0 noch d'’e Bedingung der Ein 
spannung w = 0 erfüllen, so wäre hierzu die Ueberlagerung von vier Partikulärlösungen 
nötig, also: 


) 1 
wo,cos (m S+ngy, v=Lv, sin(m5S+ng), uv=rw, sin (m Ss+tng 
l | 


Va 


(Ab 


und es würden in diesem Falle die 4 Werte mı ma ms m, durch die Beziehung verbunden 
sein miissen: 


cos mı la, cos m, la, cos m; l/a, cos ms 

Mmı sin my l dA, ma sin img ! A, ms sin la l d, my; sin rn, la 8 N 
sin mı l/a, sin ma l/a, sin m; l/a. sin m, Pe 
m, cos mı la, m> cos m; l/a, m; cos m; l’a, m, cos my; l/a 


oder aufgelöst: 


mı nig mz ing 
in [(mı mg) la sin L(mg mg) lu] VIIh 
my — Ma ma m | 
sin [(m; ms) la sin |{ma my) Yu) 


5, Auswertung der $tabilitätsbedingung. Um nun den kritischen Wert des 
Drehmoments oder der ihm ‘entsprechenden Winkelverzerrung <, zahlenmäßig zu be- 
stimmen, wäre der direkte Weg der, daß man zunächst bestimmte Werte von «„ annimmt. 
für diese bei gegeben zu denkendem rn und & die Wurzeln m von (V) bestimmt und 
solange variiert, bis diese Wurzelwerte einzelne Grenzbedingungen — wie (Vlla) oder 
(VIIb) oder alle nach (VII) — erfüllen. In diesem Falle wäre der angenommene Weit ©, 
ein kritischer, und es wäre dann eine weitere Aufgabe, aus den so gewonnenen Werten © 
den praktisch allein wichtigen kleinsten zu bestimmen. Mit Rücksicht darauf jedoch, daß 
die hierbei aufzulösende Gleichung für m vom achten Grade ist, empfiehlt es sich, statt 
dessen in folgender Weise vorzugehen: 


7 
- 


Betrachtet man © — 19.02 und n als gegeben, so können für eine Reihe von Werten m 
za“ 


die Koeffizienten in A, B, C in (V) ohne weiteres berechnet und die in «, quadratische 
Gleichung (V) nach c, aufgelöst werden. Die Bedingungen, die dann zusammengehörige 
Wurzelwerte m erfüllen müßten, wären dann, daß sie erstens sämtlich dasselbe -, ergeben, 
und zweitens, das sie den Grenzbedingungen (VII) genügen. 

Die hierdurch zusammengehsrigen Wurzelwerte m sowie das ihnen entsprechende c, 
lassen sich nun — wie auch im folgenden geschehen — am einfachsten auf graphischem 
Wege finden. Wählt man nämlich m als Abszisse und trägt hierüber die durch Auf- 
lösung von (V) nach co gewonnenen Werte «, als Ordinaten auf, so liefert die Projektion 
der Schnittpunkte der co-Kurve mit einer beliebigen llorizontalen zusammengehörige 
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Werte m, und es lassen sich leicht durch Höher- oder Tieferlegen jener Horizontalen die- 
jenigen Wurzeln unter ihnen bestimmen, deren Abstand mı — m; ein ganzes Vielfaches 


von ist (VlIa) — worauf wir uns im folgenden beschränken wollen —, oder allgemein 


diejenigen Wurzelwerte, die (VIIb) genügen. 


Es wurden daher zunächst für die vier verschiedenen Werte a/ö = 25, 30, 40, 50 
sowie n= 2bis5 die zugehörigen Weıte der Koeffizienten A,B, C ermittelt und dann 


durch Auflösung von (V) nach «, die Werte c, selbst bestimmt. Auf diesem Weg ergaben 
sich die in der folgenden Zahlentafel zusammengestellten Werte von c, (siehe Zahlen- 



















































































tafel 1). Diese Werte c, sind in Abb. 2 graphisch aufgetragen, und man erkennt jetzt 
folgendes: 
Zahlentafel 1. 
0 Ö — 35 a Ö — 30 Aa Ö = 40 
m 1000 co Mm I000 co m 1000 of m 1000 
0,2 2,194 0,15 , 1,936 0,10 |; 1,624 0,30 2,182 
0,25 1,950 0,20 1,576 0,15 1,142 0,40 1,752 
0,30 1,905 0,25 1,438 0,20 | 0,965 0,45 1,640 
0,35 2,014 0,30 1,469 0,25 | 0,952 0,50 1,576 
n =) 0,40 2.255 n=) 0,35 1.625 n—=) 0,30 1,058 n==93 0,55 1,501 
0,40 | 1,900 0,35 | 1,270 0,60 1,559 
0,45 2,282 0,40 1,582 0,70 1,660 
0,45 |! 1,993 0,80 1,862 
0,90 | 2,152 
ald = 50 
m 1000 of m 1000 co| m 1000 co| m 1000 co 
0,05 1,997 0,20 2.037 0,5 2,121 1,1 2,187 
0,10 1,006 0,30 1,415 0,6 1,542 1,2 2,105 
0,15 0,739 0,40 1,170 0,7 1,674 1.3 2,054 
0.20 0,662 0.45 1.115 0.8 1,5825 1,5 2,0275 
0.25 0,7085 0,50 1.099 0.9 1,548 1,7 2,081 
n = 2 0,30 n 3 0,55 1,114 = 1,0 1.560 n=5 1,9 2,197 
0.35 0,60 1,153 4.3 1,613 
0,40 0,70 1,3085 1,2 1,699 
0,45 0,80 1.539 1.3 1,516 
0.50 0,90 1,554 1,5 2.133 
1.00 2.249 Pr, 2,5385 
F T 
| | 8-0 | u =25 
| Prop.-brenze | 1% | de 
® 7777 Ir: 
Co “0,002 a 6 2 rg 7 - 
Iıın=- 
T=2 
| 
| 
Co "0,001 EEE = 
| 
| 
n i 
R 
| 
| ! I 
| | | C Ic | C | 
TIIEn | \ 
(EM 45 10 -05 m |” -05 m |? -05 Bu 1% -05 
Abb. 2. 
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Sämtliche Kurven für n = 2 zeigen eine parabelähnliche, sich nach oben öffnende 
Form mit einem tiefsten Wert von «, der mit zunehmendem rn, d. h. mit zunehmender 
(Juerschnittsfaltung stetig wächst. 

Die zu jedem n gehörigen Comin lassen sich näherungsweise auch explizit be- 
stimmen. Für n=? z B. erhält man aus (V) unter Weglassung der höchsten Potenzen 
von m, das an der Stelle von Comm für obige a/S den Wert 0,3 nicht überschreitet: 

A= m?]1 (43 m? + 36), B= °/; m’ + '"/ıs m’+ 18 m (t+2e) 
C= "2 m! +54E(m?’+1), 
so daß mit Rücksicht auf den sehr kleinen Wert von c, gesetzt werden kann: 
45/5 mto + 864 e (m? + 1) 


— = C/BZz 


18 md + 153 md + 288 m (1+2 0) 
Diese Funktion von m erreicht, wie die Nullsetzung des Differentialquotienten nach m 
zeigt, ihr Minimum für “ 
m =>4V0,2E* 1,435 VYO/a 
und es wird daher der Kleinstwert von c selbst: 
15/5 m! + 864 (mo° +1) 

a Co min = ” : 
48 mg“ + 153 mo? + 288 MO (1 + 2e&) 
o2er mit Rücksicht auf den kleinsten Wert von c, nach einigen Umformungen: 

Co min —= 0,232 (1 + 0,45 Ö/a) d/a VÖ/a 

mithin die kritische Torsionsspannung für 0 = 0,25: 

So co 


2, 2 | Br — 0.248 (1 + 0.45 ö/a) da Völa . 


Hiernach ergeben sich folgende in Abb. 3 graphisch veranschaulichten Werte » für n — 2: 
Für das lange') Rohr wächst 























demnach die kritische Tor- Feen 
sionsspannung angenähert mit 0,002 ER u 
der 1,5 fachen Potenz des ' So 
Verhältnisses von Wandstärke Pos Eö 
zu Halbmesser. 0.007 
Eine besondere Betrach- 50 0,000108 1: 
tung erfordern die Fälle n = 0 10 0,000992 177 
und n=1. sv 0,00153 - . 
Im Falle n—=0 ent- ” ra za 5 Bm HB 
stehen, wie aus dem Ansatz (3) Abb. 3. 


hervorgeht, überhaupt keine 

Querschnittsausbeulungen; die Formänderung des Rohres besteht vielmehr in einer 
schraubenförmigen Verwindung des Ringquerschnitts in sich selbst, unter Beibehaltung 
der Kreisringform und der geraden Rohrachse, jedoch mit Vergrößerung bzw. Verkleine- 
rung des Halbmessers. Da die Nennerdeterminante dann nach: (IV) 


— m’ Co m? — om 
0 -1- (ln +tB)m’ — mo =—m![(l— 0) (+) (1—0°+ em')— (2+6) co] 
— com —2m© 1—em! 


wird, erhält man die vierfache Wurzel: m=0 und: 
1—o)(l gs +e)(1—0?+Eem!) 
Co =— l = 
2+0 
Letzterer Wert muß jedoch stets für reelle Werte von m größer als: 
| 3 NY. Bio ö 
Co min V + 778 0,395 
sein, liegt daher weit höher als die Proportionalitätsgrenze und kommt, zumal dann die 
Grundlagen der obigen Theorie nicht mehr gelten, nicht in Frage. 


I) 3, unten. 


nn m mn un nor 
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Wie im Falle n=0 bleibt auch im Falle n = I die ursprüngliche Kreisringform 
bei der Deformation erhalten, doch bleibt die Rohrachse jetzt nicht mehr gerade, dieselbe 
wird vielmehr zu einer Schraubenlinie. 

Das dieser Formänderung entsprechende kritische Drehmoment läßt sich in folgender 
Weise bestimmen: 


Aus (V) erhält man für n =|: 
A= m! 
B a me+"sm’(2 +3E)+ "aa m’ +: 
C=’sm’e+ *’am’Ee—+ "’/ıes (l + 2E)m?, 


Für sehr kleine Werte von n kann hierfür geschrieben werden: 


A=m' 
| 6)* 
B m’(l—+8&)= 39 (1 + &) m 
l (d)” . 
(| — (Lt +0o)m'(1t+2e = "ia (l + 2 8e)m! 
so daß, da auch «„ und & schr klein, nach (V 


—(,- + C/BzA1 +06 ı + e) m 


Da wie für n—0 auch hier m = 0 eine Wurzel der Stabilitätsbedingung ist, geht der 
rechte aufsteigende Zweig der für n= 2 parabelförmigen Kurven im Falle x =1 in die 
vertikale Oıdinatenachse (m = 0) über, während der linke Zweig in eine unter dem Winkel: 


tge=(1+ 60) ı +3 


gegen die Horizontale geneigte Gerade ausartet. Da demnach hier: m — mı = 0 — mı 


Ta = ” Tr A \ : BR 
= — m= — sein muß, wird: 9 =(1+6 Er I + ) und somit das kritische Drehmoment: 
{ 
I2 D 2 a?d | 
M;, — 2 77 dÄ .. No — 2 7I dA” . 2 © Co — (1 —+- € ) 
0? Ii—o | 


oder da das Trägheitsmoment des dünnwandigen Ringquerschnitts: 
Re 2 Bed a?’o 
ho» EJ 
Bei Vernachlässigung der QWuerdehnung: 6 — 0 würde sich ergeben: 
M, - F J P 7I , 
Dieser Wert stimmt mit dem bereits von A. Föppl') und Greenhill‘’) für einen langen 


dünnen auf Torsion beanspruchten Stab von der Länge 2! gefundenen überein; es ist 
jedoch bemerkenswert, daß infolge des Einflusses der Querdehnung das kritische Dreh- 


. . r . . 1 . - 70 H % 
moment sich im Verhältnis d.h. bei 5=0,25 um 353!/; vH, bei 0=0,3 cogar um 
l—0 
43 vH erhöht. 
Es kann nun aus Abb. 2 die kritische Torsionsspannung entnommen werden. 


Beschränkt man sich auf die Forderung «= 0 in den Endquerschnitten, so hat man nur 
nötig, diejenige Höhenlage einer Horizontalen zu suchen, für die ihre Schnittpunkte mit 


, Ta r u ’ e i 
den Kurven den gegebenen Abstand - aufweisen. Führt man diese Konstruktion durch, 


so sieht man, daß die Schnittpunkte jener Horizontalen mit den Kurven für n = ? in einer 
gewissen Höhenlage ebensoweit auseinanderliegen wie die Schnittpunkte auf den Kurven 
für n—= 5», und auf e'iner noch höheren Stufe wiederholt sich dieses an den Kurven für 
n—=3 bzw. n—=4. Dies bedeutet, daß für die zugehörigen kritischen Werte ©, der Ueber- 
gang aus einer Ausbeulungsform des Querschnitts in die andere stattfindet. 


Vorlesungen über technische Mechanik, Bd. III, 1. Auflage. 1897, S. 364. 


a, a u, 
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da 


Auf diesem grapbischen Wege wurden nun für verschiedene Werte von die 


. . So A . . 
zugehörigen Werte c, entnommen und aus ihnen die Weıte m '-. bestimmt. Die 
HR — 0“ 


Ergebnisse sind in Zahlentafel 2 zusammengestellt und in Abb. 4 graphisch veran 
schaulicht. 


Zahlentafel ? 





























ad = 25 ad = 30 ad 0 ald = 50 
a So a Sn a So a N 
7I 1000 7T 1000 zı 1000 7 1000 
Ze Ei { Eo l ko l Eoö 
0,077 2,08 0,098 1.60 0,090 1,066 0.078 0,747 
0,109 2,13 0,148 1.73 0,155 1.173 0,154 0,855 
n=2 | 0,188 2,19 0,183 1,81 0,1986 1,280 „| 0,195 0,960 
0.159 2,24 n=2 0,213 1,92 „ 10,2380| 1,887 | "” " | 0,230 | 1,067 
0,175 2.29 0,245 2,03 "= | 5959 149 0.258 | 1,173 
0.270 2.13 0.2853 1.600 0.283 1.280 
0,289 2.24 0,304 1,707 
0,322 1,513 0,357 1,387 
0,435 1,493 
0,390 | 920 n 3 0,505 1.600 
‚0,463 | 2,027 0,559 1,70% 
"4 | 0520| 2.133 0,610 1,813 
0,570 2,240 
0,662. 1,920 
| In letzterer kennzeichnen na 4, 0,785 | 2,027 
| die Knicke in den Kurvenzügen 0,895 | 2,153 
jene Uebergangsstellen von einer 0,985 | 2,240 
Ausbeulungsform in die nächst . 
höhere und man erkennt, daß für verhältnismäßig dicke 
Rohre (z. B. a/ö —= 25) oder für solche großer Länge nur 





die Ausbeulungsiorm n = 2 in Frage kommt, wenn man 
| mit der kritischen T'oorsionsspannung mit Rücksicht auif 
die Grundlagen der obigen Theorie nicht höher als bis 
zur Proportionalitätsgrenze geht, die hier wie z.B. bei 


0 


hochwertigem Stahl bei = 5000 kg/em‘ 7 0,002213 E 





Ei 
angenommen wurde Wird die Wandstärke jedoch ge- 
ringer, so kann, wenn die Kohrlänge ein gewisses Maß 








2% | unterschreitet, auch die Ausbeulungsform n — 3 auftreten, 
abe | bis endlich bei noch weiterer Verminderung von Wand 
Br | stäıke und Rohrlänge, also für sehr kurze dünnwandige 
N | Rohre, auch Ausbeulungsformen mit n=4 und noch 
A | größeren Werten von n, d. h. mit starker Faltung des 
7400 Fa& 65 Te  Rohrquerschnittes verbundene Formen sich zeigen. 
: Abb. 4. Zugleich erkennt man auch, daß der Falln=|, 
d.h. das Ausknicken des Rohres als Ganzes nur für ganz 
außerordentlich lange Rohre — als untere Grenzlänge ergibt sich nach obigem: /— 2000 a 
bzw. 6000a für a/ö 25 bzw. 50 — in Frage kommt; meist wird bereits lange vor Er- 
reichunrg des zu n = | gehörigen kritischen ©... die Rohrwandung sich zu den Formen 
n —= 2 ausgebeult haben. 


Die Werte des kritischen Drehmoments, bei denen diese Formänderungen zuerst 
sich bemeıkbar machen, sind der Messung ohne große Schwierigkeit zugänglich, und es 
wäre wünschenswert, daß die obigen Ergebnisse auch experimentell geprüft würden, wobei 
allerdings der genauen Verwirklichung der Grenzbedingungen besondere Aufmerksamkeit 
geschenkt werden müßte; dann jedoch dürften bei den sicheren Grundlagen der obigen 
Theorie auch gut mit letzterer ibereinstimmende Ergebnisse zu erwarten sein. 424 


0 


—— 
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Über turbulentes Fließen bei glatten Wänden. 


Von J. KOZENY in Wien. 


1. Das Widerstandsgeseiz. Beim turbulenten Fließen erfolgt der Durchfluß 
gleichzeitig in zweierlei Weise. Während im größten Teil des Querschnittes ungeordnete 
Bewegung (Turbulenz) herrscht, bildet sich an der Wand eine Grenzschichte aus, in der 
laminarer Abfluß erfolgt. Der Widerstand bei der turbulenten Bewegung ist bekanntlich 
zweierlei Art, nämlich W, der sich aus der Zähigkeit der Flüssigkeit ergibt und W,; der 
infolge Austausch von Impulsgröße durch die überlagerte Pulsationsbewegung entsteht. 
Beim einfachsten Fall, nämlich beim Fließen zwischen zwei parallelen, glatten und un- 
endlich auszedehnten Platten herrscht in allen Schnitten normal zur Fließrichtung die 

gleiche Geschwindigkeitsver- 

J=J/mpuls teilung und der Austausch an 

Fey Impulsgröße erfolgt nur in 

o De a . )- a j der zu‘den Platten normalen 
Z 





Richtung. Greifen wir ein 
prismatisches Flüssigkeitsele- 
6y | : ment heraus mit den genü- 
vr gend kleinen Seitenlängen 
“— öx, öy und Öz, so wird das- 
selbe infolge der Zähigkeit 
J7 2 n ‚02 : einen Widerstard W. =»: Ei 
-öx:Ööy"öz erfahren, wobei 
n der Koeffizient der inneren 
Pi Reibung und v die Geschwin- 
Abb. 1. er 
Pe | digkeit der Hauptbewegung 
y  (RAue#Z1] ist (Abb. 1). Eine einfache 
Ueberlegung') ergibt für das 
genannte Prisma den Widerstand, der durch Austausch von Impulsgröße entsteht 
W=0- d (v i . day: d2:dz, 


Oz O2 























wobei vo die Dichte und v, der über eine hinreichend große Zeit genommene Mittelwert 
des absoluten Betrages der überlagerten Pulsationsgeschwindigkeit ist”). Wir müssen 
etwa auf jene Zeitspanne beziehen, innerhalb welcher der algebraische Wert von vı ver- 
schwindet. Die Differentialgleiehung für das Fließen ist 

0? 


0 da dy-d2: 4 J=-W.+WM-n:—-d2-dy-öz 


22 


( IV S © \ ; 
+n:.6z- (v1 "\-ö0-öy-d2 eier (1), 


Oz O2 


[®) 


wobei J das Druckgefälle, „ die Schwerebeschleunigung und o die Dichte darstellen. 
Bezogen auf die Masseneiuheit und bei Einführung des kinematischen Zähigkeitsmaßes » 
ergibt sich 


re) \ OV® . ) 
— 0. J m + vı : 02) a (2) oder — 1: J 2 =(!+ v 62) >= a (3). 
()> 02) O2 
L) \ Q [} 
Die Integrationskonstante ist Null, weil für z= % (Mitte) 2 verschwindet. 
U 


Die Platten haben einen Abstand 2 /7 und wir legen die eine Koordinatenachse in 
die Mittellinie. Am Rarde haftet das Wasser und bewegt sich längs der Wand laminar 


\ i 0 5 er 
) In dem Prismenelement bleibt ein Impuls + -ÖSzundesist J= o*'vı Ööx.Ödy- -Öx also 
( 


J2 


Er 
5 


erfolgt eine Vermehrung bzw. Verminderung der Bewegungsgröße der Wassermenge im Prisma um 
@) dv | & 
e 5. lu ,.)- 02-00: 02.08. 
‘2 dz 
2) Es sei ausdrücklich bemerkt, daß’ diese Pulsationsgeschwindigkeiten niehts zu tun haben mit 
den Pulsationen in der Flußhydraulik. 
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in dünner Schichte mit angenähert linearer Geschwindigkeitsverteilung. Man kann für 
UV ® . . . . . 
z=H (Rand)... = = setzen, wenn v, die Randgeschwindigkeit der laminaren Grenz- 
U2 ı 


schichte und V deren Dicke ist. Da dortselbst die Pulsationsgeschwindigkeit », — # ist, 
so ergibt sich 

I ie ie a ae ea RR 
Wir gehen von der Vorstellung aus, daß es auch für die Grenzschichte eine Kritische 


„r , j i 2 ı i 
Zahl Ri = — gibt, die nicht überschritten werden darf, wenn in der Entfernung O0 von 
> 
der Wand noch laminares Fließen mit der Geschwindigkeit v, erfolgen soll. So ergibt 
sich die Gleichung 


Ur“ Bun dr? = 
u BE Se ® } . , ? z ‚ 1 (5), 
worin K eine konstante Zahl darstellt. Oder es ist 
u FE 5 Ur R- Um“ 
m (- J g H . * . [ * . [} * . (6) 


wenn wir die mittlere Querschnittsgeschwiodigkeit v,„ einführen. Wir wissen nun daß mit 
zunehmender mittlerer Geschwindigkeit oder wachsender Reynoldsscher Zahl ein Ausgleich 
der Geschwindigkeiten im Querschnitt eıfolgt; es streben die von der Reynoldsschen 
Zahl A? abhängigen Geschwindigkeitsverhältnisse wenn auch nicht gerade 1, so doch einem 
bestimmten Grenzwert 0 <A <{ 1 zu, wie dies namentlich die Versuche von T E. Stanton 


und J.R. Pannell für - dartun'). Jedenfalls kann man dann schreiben 


Vınax 


> 


Um” Um” 

iV FERTBRU Z  ne 
wobei f(%) die Eigenschaft haben muß für große A zu verschwinden, so daß auch bei 
glatten Wänden im Gebiete großer Reynoldsscher Zahlen das reine quadratische Wider- 
standsgesctz gilt; dort verliert das Blasiussche Gesetz, auf dem viele neuere Unter- 
suchungen aufgebaut sind, seine Giltigkeit. Für die Widerstandszahl Y ergab sich aus 
den Messungen von Fromm’), Saph-Schoder’‘), Blasius‘!) und Stanton, Pannell in 
sehr guter Uebereinstimmung mit den Versuchen 

cı 


(1) = +09. . . : . . . . j . (8) 
VR 
wo c, und c, Konstante sind, die aus den Versuchen ermittelt werden. 
Die Versuche von K. Fromm ergaben für glatte Zinkplatten die Widerstandszahl 


0,09667 
Der 0 . .: .: 2 2 8 re» 


3 
Vr 
wobei als Bezugslänge der hydraulische Radius, also der halbe Plattenabstand eingeführt 
wurde. Für verschiedene 7 gibt Gleichung (9) folgende Werte von w: 








R- 103 | 3 N 6 8 10 12 14 16 18 20 24 








v + 10° 3,03 7,42 6,65 6,16 5,82 5,55 5,34 2.87 5,02 4,89 4,68 
Die zeichnerische Darstellung ergibt eine Kurve, welche mit Fromms Messungen 
recht gut übereinstimmt (Abb. 2). Für kreisförmige glatte Rohre ergeben die Messungen 
die Gleichung 
0,54 
Y=-—-+0,00648 .» 2. 2 222000202 (10). 


Vr 


) T.E. Stanton und J. R. Pannell, Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 
Series A. Vol. 214. Pp 199 bis 244. Diese Messungen gehen bis R= 430000. 

*) K. Fromm, Abhandlungen aus dem aerodynamischen Institut in Aachen 1924, 3. Lieferung. 

3) Saph-Schoder, Transact of the American Society of Civ. Eng. Bd. 51 (1908) S. 253. 

1) H. Blasius, Forschungsarbeiten des Vereines deutscher Ingenieure Heft 131, Berlin 1913 und 
zwar die Versuche an einem Messingrohr bis zu R= 210000, Seite 18 und 37, Abb. 14. 
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Abb. 2. 
deren Rechnungsergebnisse sehr gut mit den bisher bekannten Messungen in ihrem 


Gesamtbereiche übereinstimmen, während die Formel von Blasius etwa von R= 80000 
beginnend zu kleine Widerstandszablen angibt. Der Fehler der Blasiusschen Formel 
wird mit wachsendem Z immer größer und beträgt bei 7?- 400000 schon 10 vH. 

Zum Vergleiche ist in der folgenden Zahlentafel auch die Gleichung von Lees') 
= 0,0072 + 0,6104 : R ausgewertet worden. In der Abb. 3 wurden die Blasiussche 
Formel und die neue Formel dargestellt und namentlich mit den Versuchsergebnissen von 
Stanton und Pannell in Vergleich gesetzt. Dieses Schaubild zeigt deutlich die starke 
Abweichung des Blasiusschen Widerstandsgesetzes mit wachsenden Reynoldsschen 
Zahlen. In den Reynoldsschen Zahlen wurde als Bezugslänge der Durchmesser (wie 
üblich) eingesetzt. Wenn die Konstanten in (9) und (10) so sehr verschieden sind, so 
lieet daß darin, daß bei Platten der bvdrauliche Radius, bei Röhren der Durchmesser d 


in der 








Gleichung J= 1: _ eingeführt wurden. Nimmt man auch bei Röhren den 
2g H 
& ? i 0.54 1 0.00648 0.085 h 
hvdraulischen Radius (4, so wird w — 4 — + 0,00162. 
3 
 VR V4-4 ’R 
Reynoldssche "mittel /v eeerechnet 
Zahl heobachtet 
E vonSaph-Schuaolde Neue Gleichung Blasius Lees 
2000 0,0418 0.04392 0.004275 0,041423 
I0 000 0,0321 0.083155 0,05164 0,03150 
» VVO 0,0251 0,02495 0,02516 0,02483 
‚0 000 0.0212 002114 0.021115 0.,02103 
I00 000 0,0179 0,01811 0.01779 0,01805 
>00 000 0.01571 0,01505 0.,01571 
300 000 0,01455 0,01352 0,01459 
100 000 0.01381 0,01258 0:01388 











Zum Vergleiche seien einige Beobachtungen 


von Stanton-Pannell hinzugefügt: 
letztere fanden folgende zusammengehörige Werte: 











ut | 156 178 256 >04 304 102 130 12 15 416 
0 | 16,24 159,78 15,04 14,08 14,16 13,76 15,90 13,60 13,84 13,50 
Neuerdings haben die Versuche von M. Jakob und J. Erk eine kle!ne Verbesserung ergeben 
Ind zwar soll — 0,00714 0,6104 A sein. Siehe Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 


Nr. 22, Bü. 683 (1924), S. 981 
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"177177 0,54 

er  vo= *.0,00698 
vr 
’  ,925 
. Japh- —— — B/aSIUS YV=0,3164 )} 
R Schoder 
| = = Blasius (Messingrohr) Stonton-Pannell 

















0 Row? 
Abb. 3. 


2. Versuch einer Erklärung des empirischen Gesetzes. 
kann auch geschrieben werden 


v vı 02 ÖOv ‘ 
—- J=| +1). ’ De en 34), 
vı 02 


4 2 03% 


Die Gleichung (3) 


so daß für die Widerstandszahl in irgendeinem Querschnittspunkte gesetzt werden kann 


v o 
=. ( ı) - Konstante. 
%] .d 2 
ö2 hat blos der Bedingung zu genügen, daß es hinreichend klein ist, um eine -Taylor- 
. : Ovl) 5 u 0: 
sche Entwicklung v (+ 6:)=v(z) + ö2+.... zu ermöglichen. Es ist also vor 


O2 


nehmlich die Abhängigkeit der Pulsationsgeschwindigkeit vı i 

















von R zu ermitteln. Hierzu soll uns das in Abb. 4 darge z# 
stellte System behilflich dein. Wir haben da eine bewegte u 
Wand und ein Pendel von der Länge /, das um seinen se #3 
Aufhängungspunkt O0 kleine Schwingungen macht. Die Ge- er f j 
schwindigkeit der Wand sei v, jene des Pendels beim Durch- a 
eilen der Ruhelage vı. Wir stellen uns die Frage: wann Pe A / 
ist ein anderes solches System, bestehend aus Bezugswand 0 vom 
und schwingendem Pendel, ähnlich? Offenbar müssen die "erruunich zen. / 
Längenverhältnisse konstant bleiben, und ebenso dürfen sich | BEAF 
die Winkel, welche vektorielle Größen (Geschwindigkeiten) j ı |/ 
mit einer Bezugsrichtung einschließen, nicht ändern. Es V is 
müssen also die Bedingungen erfüllt sein u | 
l/) = konstant = !'/A und v/vı = konstant = vv, 5 ie 

also auch o-2= Konstante vi . . .. &. | / 
Hierzu gesellt sich noch die Bewegungsgleichung für kleine | j 
Schwingungen, und zwar ist die Winkelgeschwindigkeit zur _! EP 
Zeit t, RAu64Zy ai 

dp 2 Y: Bi: ui (| = ), Abb. 4. 

dt 2 /. 


worin 90 den größten Ausschlagwinkel bedeutet, der natürlich bei genmetrischer Aehn- 
lichkeit in beiden Systemen derselbe sein muß. Für den Durchgang durch die Ruhelage 


a ı/A s g 
ist bekanntlich = n: -YV ‚won—1,3,...., so daß wir schreiben können 
g 

vr =4,.dg/dt=Konstante VA. . . 2... A 

Definieren wir, daß — R ist, so können die Gleichungen (Il) und (II) nur erfüllt sein, 
u 
wenn r . . nz 
©; — Konstante-Y/r und 4= Konstante: Yr’ ist. 


[8 
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Solche kleine Schwingungen können wir bei Turbulenz für die Zusatzbewegung 
substituieren. v. Mises') beweist, daß die Annahme von Zusatzgeschwindigkeiten, die 
einige Hundertstel der mittleren Geschwindigkeit betragen, genügt um das gänzlich ver- 
änderte Geschwindigkeitsbild der turbulenten Bewegung zu erklären. Die unmittelbare 
Anwendung vorgehender Betrachtung läßt dann eine Widerstandszahl von der Form 


cı 


y=,.—-r6 
Vr 
als sehr wahrscheinlich gelten, was durch die Uebereinstimmung mit den Messungen bis 
zu Revnoldsschen Zahlen von AR= 430000 am besten bewiesen ist. 


3. Die Geschwindigkeitsverteilung. Gleichung (3) kann ohne weiteres gelöst 
werden, wenn ein passender Ansatz für ®, - öz gemacht wird. Dabei ist es zweckdienlich 
unb°nannte Zahlen, hier Geschwindigkeitsverhältnisse einzuführen, die freilich wieder von 
der Reynoldsschen Zahl abhängig sind. Ein solcher Ansatz hat vorerst der Forderung 
zu genügen, daß die Turbulenz am Rande für z = H bzw. für v/v,—= 1 verschwindet und 
ebenso für R< R; wobei Rx die Kritische Zahl sei, bei welcher laminares Fließen in 
Turbulenz überschlägt. Es genügt diesen Bedingungen der Ansatz 


r 


vv ö62=K' H’v,\ 1-—e ee ri 
wobei wie schon früher gesagt die Geschwindigkeitsverhältnisse asymptotisch gewissen 
Endwerten zustreben, ohne daß auch bei höchsten Reynoldsschen Zahlen ein vollständiger 
Ausgleich erfolgen würde, wie es die vorerwähnten Versuche von Stanton-Pannell als 
sehr wahrscheinlich hinstellen. Für R_- Rx.: verschwindet v, bzw. (v,/v„)v, also auch 
die Pulsationsgeschwindigkeit. Es ergibt sich aus Gl (3) mit (11 


—-% du 
— J:g:z—jr + KH: u(l—e wm )\ rg (12) 
oder ng 
\ > ’ 2, 
— J:9.z2’/]2=jvv+-K- H-v,\v+0tn'e Um NL Ze & "5; 
und für den Rand 
J:g H?}’2={frv+K H-v (u, +wum)}+C. . . . . (14) 
oder 
R u 
J 4 ’ , R \ 1 Um / \ ri 
(H’—z2°’)=K:H:r, | —+ 1) (U — v,) + imle m — 1) 15 
2 ! K-R %®r 
und für die Mitte also für =% und v = duax 
Ur — Umax 
Jı PR . 1 In f , 
".M=K-H-v \( nr 1). Umax — dr) 4 vl e re ı)! (16) 
2 (\x:R w ) 
und es lautet hiermit das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung 
1 Um \ "m 
(, R + 1)w- v,) + Um e — ] 
Weg 77. ı DSH... .... 28... ZNOBEL ERBEN NBRN. 2 VERBEROE ei  ; 
Ur — Umax 


l Um \ 
q +1 \rinar vr) + Um e Um zum: 1 
K-R Ur 


Für kleine Reynoldssche Zahlen R- Rx ist v,„/v, = » da für diesen Bereich :, 
verschwindet: folglich gilt für #2 7, die Gleichung 
1 — 2°/H? = v/Onaz ; (18) 
also eine parabolische Geschwindigkeiisverteilung. Sind jedoch die Reynoldsschen 
Zahlen groß (hvdraulischer Zustand) so gilt: 





(19), 


( Ur ® ) 
2? — u + tm: Ne Im — 1 


/ Ur— Umax 
-. 


) R.v. Mises, Elemente der techn. Hydromechanik I. Teil, Leipzig 1914, S. 70 bis 71. 


Umax - tr + Um e Um 
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Man kann die höheren Glieder der Reihe für e !» , vom 4ten beginnend, vernach- 
lässigen, ohne einen großen Fehler zu begehen, und erhält dann eine elliptische Ver- 
teilung nach der Gleichung 


2 { 2 
z (Y— Ur 
em Mr ERGR . @0), 
A” Umax — Ur)” 
welche auch gilt für Röhren in der Form 
r® v— vr)* ‚ 
l — — — - E , ' zu i + A325 
a” (Umax — Ur)“ 


wenn r der Abstand von der Rohrachse und «a der Rohrhalbmesser ist 
Die pro Zeiteinheit durchströmende Wassermenge ist bei Röhren 
(4 nn 2]a 7I R (a Fe Ü,) ‚ a° T U, , a” 7 — Um ” a® 7I . . * . . (22), 


wobei von dem Durchfluß in der sehr dünnen laminaren Grenzschicht abgesehen wird. 
Es ist weiter 


Un = Ür 13 (Bias GR . . . . . . . . . (23) 
oder Con ee 
=, m "ja . r a? . . ; a (23 a) 
Ur Ur 


Für eroße R ist aus Gl. (16) und mit (5 


\ 


Um J a Um * Ur . 
Umax — U’, — V( )- e = V . . . . ° . (24 . 
v, K 2 


Also geht (23) über in 


Um Q, /v g h 
+ Ve.... 00 zur 
Ur 2 Ur , 


woraus sich ergibt 




















v; 0 /100 r f \ 
zu +) 1 = 1,59 (26)5 
Ur Sl 
aus (23a) folgt nun 
Ur 6 E in 
= 0,528 27 
Vınan 7 +YV19 
so daß also weiter 
Um 9 2 i S 
- 2 "je > — 0,812 } . (28) 2y N 
Umax e + Vı9 2 N 
x 
folgt. Q 
Es wurde nun die Ellipse in Abb. 5 gezeichnet 5. S 
mit den Halbachsen a und Yuax — % — Pınax (1 — 0,528) — Ss 
und ferner die Kurven v — Ymax il — (rla)'j 7 mit n= | 08 05 0% 02 
und 2=2 eingetragen!). Die Ellipse fällt zwischen [RAy64 25] 
die genannten Linien und zeigt eine gute Ueberein- 
n 2 Abb, 5 
stimmung mit den Messungen verschiedener Forscher ‘). 
Aus (16) folgt das Widerstandsgesetz 
a 
, Ur 1 Im Omax U ER 
—J=4:K( )-}( ku mi 1) € Um 1°. . ’ 29), 
v I\k'R vw v, \ 2gH 
welches im Prinzip dem im Abschnitt I entwickelten nicht widerspricht. Da — wie wir 
wissen — die Geschwindigkeitsverhältnisse gewissen Grenzen zustreben, ist dies auch 


mit der Widerstandszahl der Fall. Sie wäre nach unserem Ansatz nur dann Null, wenn 
ein vollständiger Ausgleich der Geschwindigkeiten erfolgen würde; die Erfahrung zeigt, 
daß letzteres nicht eintritt. 


I) Siehe die Abb. 3 in Heft 4 dieser Zeitschr... Bd. 1 1921), und zwar v. Karmän Ueber 


jaminare und turbulente Reibung 


*) Nähere Daten siehe »Die Wasserkraft«, 17. Jahrg., Forchheimer-Heft. München 1922. 
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Wollten wir nach Prandtl-Kärmän') aus dem Widerstandsgesetz auf die Ge- 
schwindigkeitsverteilung schließen, so würde sich aus (7) bzw. (8) ergeben die Schub- 
spannung 


er (Kı vis yra- va Kr: 09). 0. . : .: . . 0. (80), 
wo K, und As» Konstante sind. Hieraus ist 
v.05.Kı3. 03 v.0d.Kı? 03 ee In, a fi 
Ur N — . (1+% —(Kv?o) ee  : 
« 7 Ko Od y? ) 7 2 I m q" 
2 


In der Nähe der Wand wird bei Beibehaltung des 1. Gliedes der Reihe die Ge- 
schwindigkeit mit y's wachsen, wenn y% der Wandabstand ist, während bei Zugrunde- 
legung des Blasiusschen Gesetzes dies mit y': erfolgt?).. Es sei bemerkt, daß beim 
Rohr die Gleichung 

tr IE: a are 
sehr gute Uebereinstimmung mit den Messungen zeigt. Ebenso zeigen die Messungen 
bei geschleppten Platten (siehe Abb. 5 der Arbeit v. Kärmän), daß v in der Wandnähe 


schwächer wächst als nach dem Gesetze » _ V (y/ö)'. Hiermit wäre ein indirekter Nach- 
weis für das neue Widerstandsgesetz geliefert. 464 


Versuche mit rotierenden Flüssigkeiten. 
Von @. J. TAYLOR in Cambridge. 


Ins Deutsche übertragen von Ül, v. Simson in Berlin.) 


m allgemeinen kann man sagen, daß die Strömungen, die man beobachtet, wenn Körper 

in einer Flüssigkeit bewegt werden, nicht den Voraussagen der Hydrodynamik ent- 

sprechen. Der Grund liegt darin, daß man gegenwärtig keine befriedigende Methode 
besitzt, die Grenzbedingungen, die für die Strömung maßgebend sind, in Rechnung zu 
ziehen. Die hier beschriebenen Versuche wurden unternommen, um festzustellen, ob die 
Voraussagen der Theorie besser verifiziert werden, wenn die die Natur der Strömung be- 
stimmende Kraft über das Volumen der Flüssigkeit verteilt ist. Die Zentrifugalkraft, die 
durch Rotation entsteht, ist „gleich gut für die theoretische Betrachtung wie für den 
Versuch geeignet. In den ersten vier der beschriebenen Versuche ist der Nachdruck 
auf die Unterschiede gelegt, die zwischen der Strömung zu erwarten war, die bei nicht 
rotierender Flüssigkeit durch irgendeine gegebene Bewegung der Wandungen entsteht 
und der entsprechenden Strömung bei gleichmäßiger Drehung des gesamten aus Flüssig- 
keit und Wandungen bestehenden Systems. In jedem Falle wurde das später beobachtete 
Resultat vor Ausführung des Versuches mathematisch vorausberechnet. 


Versuch 1. Abb. 1a. Kin fester Körper von Zylinderform von der gleichen Dichte 
wie Wasser wird mit Hilfe von Fäden durch Wasser gezogen, die längs eines Durch- 
messers des Wassergeläßes, das aus (las besteht, gespannt sind. Dieses runde Gefäß 
schwimmt in Wasser in einem ähnlichen nur etwas größeren Gefäß und kann durch 
einen Wasserstrahl, der tangentiell gegen seine äußere ÖÜberfläche gerichtet ist, zur 
Drehung um eine vertikale Achse gebracht werden. Eine Ansicht des Gefäßes vertikal 
von oben gesehen wird mit Hilfe einer Lampe und 45°-Spiegeln auf die Tafel projiziert. 
Abb. 1b zeigt die Anordnung, durch die der Zylinder durch das Gefäß gezogen wird, 
wenn das ganze System eine gleichmäßige Drehung erreicht hat. Die den Zylinder 
schleppenden Fäden liegen unter der Mittellinie einer Zelluloidbrücke, die man im Pro- 
iektionsbild rotieren sieht. 

Der Versuch besteht nun darin, zu zeigen, daß der Zylinder sich unter der Mittel- 
linie der Brücke bewegt, d.h. in der Richtung, in der die Fäden ihn ziehen. Eine 
Kugel dagegen wird, wenn sie unter den gleichen Bedingungen gezogen wird, nach 


Diese Zeitsehr., Heft 4 (1921). 


*) Vorträge aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik (Innsbruck 1922). Herausgegeben 
von v. Kärmän und Levi-Civita, Berlin 1924, S 160. 
3) Vortrag, gehalten auf dem Internationalen Kongreß für Mechanik in Delft 1924. Für die 


freundliche Ueberlassung der Bildstöcke zu den auf den beiden Tafeln vereinigten Abbildungen ist die 
Schriftleitung den Herren Prof. Ir. ©. B. Biezeno und Prof. Dr. J.M. Burgers zu Dank verbunden. 
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einer Seite abgelenkt, so daß eine gekrümmte Bahn entsteht. Abb. 2 ist ein Lichtbild 


des Zylinders in der Mitte seiner Bahn, Abb. 3 ein Lichtbild der Kugel unter gleichen 
Umständen. 


- Versuch 2. Die Verschiedenheit der 


W-Mamera kückwirkungen der Flüssigkeit auf die festen 

Körper, die sich in den beiden Fällen des 

| ersten Versuches durch sie hindurch bewegen, 

nt rorierender entspringt der Tatsache, daß die einzig mög- 
ur» Berölter liche Flüssigkeitsströmunrg, die bei gleich- 
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Abb. la. Abb. 1b. 


mäßiger Drehung des ganzen Systems ungeändert bleibt, eine zweidimensionale ist. 

Teilchenr, die ursprünglich auf einer Linie parallel der Rotationsachse liegen, bleiben 
bei der Bewegung in einer solchen Linie. Alle anderen Strömungen werden durch 
Rotation verändert. Ein Wirbelring z. B. bewegt sich auf einer gekrümmten Bahn und 
nicht auf einer geraden. Abb. 4 zeigt einen Wirbelring von oben bei ruhender Flüssig- 
keit, Abb. 5 einen solchen in einer rotierenden Flüssigkeit. 

Versuch 3. Jede Flüssigkeitsbewegung, die langsam ist gegenüber der Geschwin- 
diekeit infolge der Drehung des Systems, ist notwendigerweise in ihrem allgemeinen 
Verlauf zweidimensiona), kann aber kleine Schwankungen aufweisen, die sich diesem 
zweidimensionalen Bewerungszustand überlagern. Man bringt das Wasser in langsame 
Bewegung, indem man das Gefäß bewegt oder indem man das Wasser aufrührt und dann 
kurze Zeit unter dem Einfluß der Viskosität sich beruhigen läßt. -Dann markiert man 
das Wasser, indem man etwas Tirte einspritzt. Wenn die Flüssigkeit nicht rotiert, 
werden die gefärbten Flüssigkeitsteillchen durch die Strömung in Schichten verteilt, die 
sich wieder und wieder kreuzen, bis die Farbe fast gleichmäßig verteilt ist. Wenn sich 
das Svstem dreht, ist die Bewegung zweidimensional und daher kann das Farbmittel nur 
in Flächen verteilt werden, die überall parallel der Drehachse sind. Diese Schichten 
erscheinen in der Projektion als dünne Linien, die sich niemals schneiden können, 80 
kompliziert auch das Muster aus Tintelinien von oben gesehen werden mag. Abb. 6 
und 7 zeigen Lichtbilder dieser vertikalen Tinteschichten von oben. 


Versuch 4. Selbst wenn ein dreidimensionaler Körper wie eine Kugel langsam 
in einer Flüssigkeit bewegt wird, ist die hervorgerufene Strömung zweidimensional, sobald 
nur die Grenzbedingungen die Möglichkeit einer solchen Bewegung zulassen. Bewegt 
sich eine Kugel langsam in irgendeiner Richtung in einer unendlich ausgedehnten 
rotierenden Flüssigkeit, so ist die einzig mögliche zweidimensionale Strömung die, in der 
ein zylindrisches Flüssigkeitsvolumen über- und unterhalb der Kugel mit ihr transportiert 
wird, als ob es starr mit ihr verbunden wäre. Außerhalb dieses Zylinders verhält sich 
die Flüssigkeit so, als ob sie durch einen jesten Zylinder in Bewegung gesetzt würde 
und nicht durch einen die Kugel umschließenden Flüssigkeitszylinder. 

Im Falle sich die Kugel (oder ein anderer fester Körper, von dem man annehmen 
sollte, daß er dreidimensionale Strömungen verursachte) in einer Ebene senkrecht zur 
Drehachse bewegt, ist die zweidimensionale oben beschriebene Bewegung auch noch 
möglich, wenn die Flüssigkeit nicht unbegrenzt ist, sondern durch Ebenen senkrecht zur 
Drehachse begrenzt. Der Versuch, in dem dies als richtig bewiesen wurde, ist nicht zum 
Projizieren geeignet. Abb. 8 zeigt den Apparat, in dem ein Körper von der Form eines 
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Ba kurzen Zylinders von '/; der Höhe des ro- 
SS Wamero tierenden Gefäßes, in dem er sich befindet, 
langsam durch Wasser bewegt wird. In halber 
B DR Höhe zwischen der oberen Begrenzung des 
ee hm bewegten Körpers und der Unterseite des 
nm m nm oo: % — " Glasdeckels des Gefäßes kann Tinte eingeführt 
I, == en werden. Wenn die Tinte an einen Punkt 
| Ey BE vor der Vorderseite des imaginären Zylinders 
Hull _ nme]: eingeführt wird, der den bewegten Körper 
Ya, Rn EEE umgibt, so teilt sie sich bei Annäherung dieses 
L 67 7 imaginären Zylinders, so daß ein Teil der 
LelT Tinte rechts, und ein Teil links vorbeifließt, 
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während das Wasser über dem bewegten 
Körper klar bleibt. Dies ist in Abb. 9 dar- 
gestellt. 
Abb. 10 zeigt den Fall, daß die Tinte 
an einem Punkt innerhalb des imaginären 
Sie wird dann mit dem bewegten Körper mitgeführt, und zwar 
bleibt sie vertikal über ihm, als ob sie starr mit ihm verbunden wäre. Man kann sehen, 
daß nichts von der Tinte aus dem imaginären Zylinder entweicht. 


Zvlinders eingeführt ist. 


Versuch 5. Wenn ein fester Drehkörper sich symmetrisch entlang der Drehachse 
einer rotierenden Flüssigkeit bewegt, werden die Teilchen der Achse entweder vor dem 
festen Körper hergetrieben, oder sie gleiten dicht an seiner Oberfläche entlang. Das 
erste tritt ein, wenn die Bewegung langsam ist; sonst tritt der zweite Fall ein. Bewegt 
der Körper sich nicht langsam, so muß jeder symmetrische Flüssigkeitsring, der gerade 
in Kontakt mit dem Körper steht, vorher einmal einen Ring mit unendlich kleinem 
Radius um die Drehachse gebildet haben. Da die Winkelgeschwindigkeit dieses Ringes 
vor der Annäherung des festen Körpers die des gesamten Systems war, und da der Ring 
seine Flächengeschwindigkeit behält, muß er, während er über den Körper gleitet, auf- 
hören zu rotieren. Wenn nun die Flüssigkeit, die mit dem Körper in Berührung steht, 
nicht mit dem übrigen System rotiert, wird der feste Körper selbst auch aufhören, 
sich zu drehen, falls seine Drehung nicht durch ein äußeres Drehmoment aufrecht er- 
halten wird. 

Bei dem Versuch kann sich ein leichter Zelluloidball vertikal entlang der Dreh- 
achse einer rotierenden Flüssigkeit bewegen. Es zeigt sich, daß er zu rotieren aufhört, 


sobald er aufzusteigen beginnt; aber wieder zu rotieren anfängt, sobald er sich nicht 
mehr vertikal bewegt. 


Versuch 5a. Bewegt sich der Ball langsam entlang der Achse, so hört er nicht 
auf zu rotieren, sondern dreht sich nur langsamer. Auf der Achse oberhalb des Balles 
eingespritzte liinte wird nach oben befördert, sobald der Ball beginnt sich zu bewegen. 


Dieser Versuch ist unvollkommen, weil das die Flüssigkeit enthaltende Gefäß nicht hoch 
genug ist. 


Versuch 6. Die Stabilität einer zähen Flüssigkeit, die sich zwischen konachsialen 
rotierenden Zylindern befindet, gegen symmetrische Störungen ist mathematisch unter- 
sucht worden. Es hat sich gezeigt, daß bei gleichsinniger Rotation der Zylinder die Be- 
wegung stabil ist bei allen Geschwindigkeiten, für die ®, 71° < @gr,* ist, wo %ı, 7; 
Winkelgeschwindigkeit und Radius des inneren Zylinders bedeuten, und %®;, > sich auf 
den äußeren beziehen. Wenn w,/®3 > ra?/r,? ist (das schließt alle Fälle der Rotation in 
entgegengesetzter Richtung ein), ist die Bewegung instabil, sobald die Drehgeschwindig- 
keit erößer als ein bestimmter errechenbarer Wert ist. Es ist dies der erste Fall, in 
dem eine laminare Bewegung einer zähen Flüssigkeit sich als instabil erwiesen hat. 

Wenn der innere Zylinder rotiert, während der äußere feststeht, zeigt sich die 
Instabilität in der Bildung von Wirbeln in den Meridianebenen. Abb. 11 zeigt die Strom- 
linien in einer Meridianebene. Diese Wirbel rotieren in den Meridianebenen abwechselnd 
in entgegengesetzter Richtang und sind durch äquidistante Ebenen senkrecht zur Achse 
getrennt. Das Vorhandensein dieser Wirbel läßt sich experimentell nachweisen, indem 
man gefärbte Flüssigkeit als dünne Schicht über dem inneren Zylinder verteilt. Diesen 
Ueberzug stellt man her, während die Zylinder noch langsamer rotieren, als der kritischen 
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Geschwindigkeit entspricht, bei der Instabilität erwartet wird. Die Geschwindigkeit wird 

dann allmählich gesteigert, bis die vorausgesagten Wirbel plötzlich auftreten 
Diese Wirbel bewirken, daß der farbige Ueberzug sich zu äquidistanten Ringen zu- 

sammenzieht. Die Ringe breiten sich vom inneren Zylinder über die horizontalen Ebenen | 

aus, die die aufeinanderfolgenden Wirbel trennen. Wenn die Farbschicht den äußeren | 

Zylinder erreicht, teilt sie sich und breitet sich nach oben und nach unten aus, wobei 

sie in enger Berührung mit dem äußeren Zylinder bleibt. In der Mitte zwischen den 

nach außen fließenden horizontalen Farbschichten, wo diese auf- und absteigenden | 

Schichten sich treffen, vereinigen sie sich und bilden horizontale Zwisehenschichten, die 

in ihrem Aussehen von den nach außen fließenden nicht zu unterscheiden sind 
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Abb, 11. Abb. 17. 


Die Strömung wird auf die Projektionstafel durch Licht projiziert, das den Apparat 
horizontal durchsetzt. Die horizontalen Schichten missen dann. auf der Tafel als 
horizontale Linien gesehen werden. Die auf- und absteigenden Schichten, die nicht von 
der Seite gesehen werden, erscheinen nicht auf der Tafel. Abb. 12 und 13 zeigen den | 
zu erwartenden Anblick. | 














Wenn die Zylinder in entgegen- mar TT Tr MT 
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gesetzter Richtung rotieren, bewirkt die NN D-750 7 / N 7 z 
12,0 . . 0 | I er | | 
Instabilität ähnliche Eifekte; aber es | DEEISEEs NN YO EB gefärbte | 
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entgegengesetzt rotieren. Die Geranuig- [7 r %. | | 
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keit, mit der die Theorie die kritischen d 


Geschwindigkeiten voraussagt, bei denen Abb. 14. 
die Iustabilität beginnt, ist ganz außer- 
ordentlich; der Fehler beträgt in den meisten Fällen weniger als 2 vll. Abb. 17 zeigt 


den Vergleich zwischen Theorie und Versuch. Diese Instabilität ist offenkundig nicht 

. . . . v .. . .. z | 
von derselben Art wie die Turbulenz, die bei Reynolds Versuchen über die Strömung I! 
in Rohren beobachtet ist. 43 
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Die Flächenschieber 


oder zweidimensionalen ebenen Rechenschieber. 
Von P. LUCKEY in Marburg. 


ie Ausführungen von Hrn. Kretschmer im vorigen Heit dieser Zeitschrift!) und 

seine Promotionsschrift?) „eben mir Gelegenheit, über hechentafeln mit be- 

weglichen Systemen, die ich in meinem Bericht?) nur gestreift hatte, nähere 
Angaben zu machen. Die von Hrn. Kretschmer angegebene fruchtbare Methode wird 
sich dabei als Sonderfall in allgemeinere Verfahren einfügen. Nach Darbietung eines 
Beispiels für solche Verfahren‘') will ich versuchen, deren Vorteile und Nachteile abzu- 
wären und zum Schluß für die behandelten Formeln aus dem Eisenbetonbau andere 
l,ösungswege vorschlagen. 


1. Allgemeine Form der Tafeln mit einem verschiebbaren Blatt. Ein 
bewegliches Svstem ist entweder ein allgemeines AÄblesegerät, das bei einer großen 
Anzahl von ltechentafeln Verwendung findet, oder es ist ein besonderes, für eine be- 
stimmte Rechentafel eigens herzustellendes und nur für diese verwendbares Gebilde. Als 
Uebergangsform kommen Ablesegebilde vor, die jeweilig für eine kleinere Gruppe von 
Tafeln brauchbar sind. Zur ersten Hauptart gehört die einfache Ablesegerade der 
Fluchtentafeln, der Dreistrahl der Sechsecktafeln und das mit einer Parallelenschar oder 
einem Geradenkreuz versehene Äbleseblatt, das für eine verbreitete Gruppe von Glei- 
chungen mit vier Veränderlichen brauchbar ist. Solche allgemeinen Äblesegeräte hatte 
ich bei der Bemerkung im Auge, an die Hr. Kretschmer in seinen Ausführungen 
anknüpft. Wenn ich berichtete, daß andere, nicht geradlinige Ablesefiguren um so 
weniger Anklang gefunden haben, als sie sich nur speziellen Gleichungsformen an- 
paßten, auf die sich die in der Praxis zu vertafelnden Gleichungen nicht bringen 
ließen, so ging ich allerdings zu weit; denn ein System, das aus einem Kreis mit be- 
stimmtem Halbmesser und einer Schar dazu konzentrischer Kreise besteht), ist für Glei- 
chungen brauehbar, die auch in den Anwendungen vorkommen, und wenn der feste Kreis 
zu einem Punkt zusammenschrumpft, liegen ja die Nomogramme von Gjerssewanoif 
vor. Aber große praktische Bedeutung haben solche allgemeinen AÄbleseblätter mit 
krummen Linien nicht gewonnen. Anders steht es dagegen mit der zweiten Hauptart, 
den speziellen, dem jeweiligen festen Grundblatt angepaßten beweglichen Systemen, 
die Hr. Kretschmer im Auge hat. Die Anwendung dieser Gebilde, zu denen ja auch 
die Zungen der Rechenschieber zu rechnen sind, hat hohe praktische Bedeutung. Ihnen 
eilt auch die »allgemeine morphologische Theorie 

Bezeichnen wir mit // das feste »Grundblatt« und mit /]’ das auf dem Grundblatt 
einzustellende »Wanderblatt«, so hat //’ im allgemeinen drei Freiheitsgrade. Legen wir 
auf // ein rechtwinkliges Koordinatensvstem (©, x, y) und auf //’ ein ebensolches Koordi- 
natensystem (O,@,y) zugrunde, go können wir z. B. /!’ in der Richtung OX und in der 
Richtung OY verschieben und ferrer um den Pankt O drehen. W. Margoulis 
hat zuerst den Fall näher untersucht, daß // nur die beiden Freiheitsgrade der Ver- 
schiebung hat, und auf die Tragweite und hohe praktische Bedeutung solcher Tafeln 
mit einem Schiebeblatt hingewiesen. Diese Nomogramme, denen diejenigen von 
Kretschmer als spezielle Fälle angehören, sind die natürliche Weiterbildung der Rechen- 
schieber ins Zweidimensionale. Ich schlage deshalb für sie die kurze. mundgerechte 
Bezeichnung »Flächenschieber« vor 


Di:se Zeitschr. 5 (1925), S 182 bis 184. Hr. Kretschmer hatte mir das Manuskript seiner 
/usehrift freundliehst zur Verfügung zestellt 
W. Kretschmer, Einige besondere nomozraphische Verfahren urd ihre Anwendung aui 
technische Formeln, ungzedru:<kte Dr,-Inz.-Dissertation, Berlin 1924. 
Diese Zeitschr. 4 (1924), S. 61 bis 80. 
') Weitere Beispiele wird ein Aufsatz über Nomogramme für die Oberfläche des Quaders in 


dieser Zeitschrift bringen. 
Vergl. Soreau, Nomographie Il, S. 169 bis 171. 


1; 


lliese Zeitsehr. » 1923). S. 46 bis 59. 


W. Margoulis, Les abaques ä transparent orlente. Compt. rend. 1922, I, S. 1684 bis 1686. 
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Das feste Grundblatt // (Abb. 1) trage die Netze 


m; 0)... uf, ya dl Fe ER c—=fı, Yoga Fi: 
und das Schiebeblatt //', das etwa aus durchsichtigem Papier bestehe, trage das Netz 








(z j 26) ea ls6; y=6s - u ) nr (3) 
und die Kurvenschar 
(z Par), en, 213, Se 
(23) (Z,) 
Y (2,) Be 
: (27) (£) i 5 
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Abb. 1. Grundblatt und Sehiebeblatt 


Man stelle nun // so auf // ein, daß der Punkt (z;, 3) von II auf den Punkt 
(zı, 23) von /I fällt und daß die Gerade O'X’ von /I’ parallel der Geraden OX von /I] 
ist. Dann fällt der Punkt (2;, 2,) von /I auf eine Kurve (z;) von /!'. In der Schreib- 


weise der morphologischen Theorie drücken sich diese »Berührungen« folgendermaßen aus’ 
(2,2) (a, 2), x. MH OX, z)H (2, 2%). 


(Die zweite dieser Beziehungen sagt aus, daß der unendlich ferne Punkt von OX' auf 
die Achse OX fällt.) 


Bei dieser Art von Einstellung ist die Abszissendifferenz der Punkte (zı, 2) und 
(23, 2,) gleich der Abszissendifferenz zwischen dem Punkte (z;, :;) und demjenigen Punkte 


der Kurve (z;), der bei der Einstellung auf (z, 2,) fällt. Bezeichnen wir die Koordinaten 


des genannten Punktes mit x, y', so ist also 
34 = fıa - co. — I56 
oder Eee rs rar Bohn 
Ebenso ergibt sich für die Ordinaten: 


y-9ga1+9s—g:.- - te a ee |; 
Setzt man die Werte (5) und (6) in (4) ein, so erhält man 
F(fı + fi - fıa, 934 + 956 4ı2, 2% . . . s : ‘ (7). 
Diese Gleichung mit sieben Veränderlichen 5, %, .:.::.. ‚2 gibt die 


allgemeine Form der Gleichungen an, die durch Tafeln mit einem ver- 
schiebbaren Deckblatt von der gekennzeichneten Art darstellbar sind. Sehr 
viele Gleichungen der Technik lassen sich auf diese sehr allgemeine Form bringen. 

Natürlich kann man auch //' als Grundblatt und /J als Schiebeblatt verwenden. 
Eine noch allgemeinere Form erhält man, wenn man auf // drei Netze (z,, 22), (2, 2), 
(25,25) und auf //’ dementsprechend drei Kurvenscharen (:;-), (z.), (x,) annimmt. Die Ein- 
stellung, bei der wir jetzt lieber // als das bewegliche Blatt ansehen wollen, hat so zu 
erfolgen, daß wieder die Koordinatenachsen gleichlaufend werden und daß der Punkt 
z,, 2,) auf die Kurve (:;) und der Punkt (:;, 2,) auf die Kurve (z,) fällt. Dann fällt der 
Pankt (2;, 5) auf eine Kurve (2%). Für diesen allgemeineren Fall läßt sich die der 
Gleichung (7) entsprechende Gleichung mit neun Veränderlichen nicht geschlossen nieder 
schreiben. 

Wir haben jedem Punkt nur zwei Bezifferungen, jeder Linie nur eine Bezifferung 
zukommen lassen. Vermehrt man die Zahl der Bezifferungen, wendet also »verzweigte 


) M. d’Ocagne, Sur les nomogrammes3 äü transparent oriente. Compt. rend. 1922, I, S, 1604 
bis 1669. 
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Svsteme« an, so kann man Gleichungen mit noch mebr Veränderlichen darstellen. Weitere 
Möglichkeiten ergeben sich dadurch, daß man für Einstellung und Ablesung statt der 
punktuellen Berührungen« ') (ein Punkt fällt auf eine Linie) auch »tangentielle Be- 
rübrungen« (Berührungen zweier Linien) zuläßt, ferner dadurch, daß man durch Ein 
führung von Hilfsveränderlichen eine vorgelegte Gleichung in mehrere andere Gleichungen 
zerlegt. Auch solche Fälle hat Margoulis?) behandelt, ebenso wie den allgemeinsten 
Fall, in welchem zur Verschiebung noch die Drehung des »Deckblatts« kommt’). 


2. Anwendungen der Tafeln mit einem $chiebeblatt. Die bekannten Sechs- 
ecktafeln sind ein Sonderfall der Tafeln mit Schiebeblatt; auch die gewöhnlichen 
Fluchtentafeln lassen sich a!s spezielle Fälle dieser Tafeln betrachten. Aber die 
Tragweite dieser Methode ist weit größer, da sie die bisher schon lösbaren Gleichungen 
auch auf neue Arten löst und ferner Gleichungen erfaßt, für welche die bisherigen Ver- 
fahren versagten oder Umständlichkeiten — wie überzählige oder verzweigte Systeme — 
benötigten. Margoulis gibt an, daß er die von Mehmke behandelte Gleichung 


ac" y" +baery + cKy' 1-0 


ohne Hilfsveränderliche darstellen kann, daß er ferner seit 1914 — besonders zur Lösung 
verschiedener Aufgaben aus der Flugtechnik — eine Reihe von Tafeln mit Schiebeblatt 


entworfen hat, darunter eine Taiel für ein System von acht Gleichungen mit insgesamt 
13 Veränderlichen. Die »tangentiellen Berührungen« haben sich für die Aufsuchung ge- 
wisser Höchst- und Niedrigstwerte brauchbar erwiesen. Man kann mit Interesse der von 
dem genannten Autor geplanten ausführlicheren Veröfientlicbung über diese Methoden 
entgegensehen, deren großer Wert darin besteht, daß sie Gleichungen mit 
einer größeren Zahl von Veränderlichen, die in den Anwendungen häufig 
vorkommen, ohne Einführung überzähliger und verzweigter Systeme dar- 
stellbar machen. 

Sonderfälle der Rechentafeln mit Schiebeblatt sind schon länger bekannt. Zu ihnen 
eehören außer den Rechenschiebernr, bei denen nur in einer Richtung geschoben wird, 
die Tafeln, bei denen eine geradlinige Leiter in vorgeschriebener Richtung auf ein Grund 
blatt einzustellen ist, wie das alte, »trigonometrische Netz« für den sphärischen Sinus- 
und Cosinussatz von Eble') und die Tafel für die Zinseszinsformel von Hanck’) der wie 
Kretschmer mit feıtigem logarithmischem Papier arbeitet. Wirkliche verschiebbare ebene 
Blätter hatten die graphisch-mechanischen Apparate von Reuschle‘), ferner vor allem die 
Tafeln von Mehmke®), dessen Arbeiten zahlreiche Anwendungen auf algebraische Glei- 
chungen bringen und die Keime der Vorschläge von Kretschmer und Margoulis ent- 
halten. Zu nennen ist auch Batailler‘). Ferner sei auf die beweglichen Transparente 
der Tafeln der sphärischen Astronomie‘) hingewiesen '). 


Punktuelle Berührung« ist dasselbe, was man auch als Koirzidenz oder Ineinanderlieren 
bezeichnet 


W. Margoulis, Sur la theorie generale de la representation des “«quations au moyen d’£lc- 
ments mobiles. Compt. rend. 1923, I, S. 824 bis 826. 


Die von mir angegebenen Stechzirkelnomogramme fügen sich hier als Sonderfall ein. 
Man kann in Abb. 2 meines Aufsatzes über nomographische Darstellungsmöglichkeiten (diese Zeitschr. 3 
1923], 8. 49) die eine Teilfigur als das Grundblatt, die andere als das Wanderblatt betrachten, wie ich 


es an jener Stelle sehon andeutete Die Tafelart ist gekennzeichnet durch die beiden Doppelberührungen: 


(21, 22) a} ız;, 26). 23, 2ı) BI (27, :8). 
'), M. Eble, Neues Zeitbestimmungswerk, patentiert 1852. Vergl. M. Eble., Graphische Trigo- 


nometrie, Ellwangen 1877. und W, Laska, Lehrbuch der Astronomie I, Bremerhaven: und 


Leipzig 
1906. S. 9. 


+) 


P, Hanck, Ein Nomorramm tür die Zinseszinsformel, Zeitschr. f. math. u. nat. Unterr. 
1921), S. 261 bis 2693 


- 
«) 


°, Vergl Ene. d. math. Wiss. I, 2, Mehmke, Numerisches Rechnen. 

vergl. d’Ocagne, Caleul graphique et Nomographie, 1. Aufl, Paris 1908. S. 360. 
Beispiele findet man in den Jahrgängen der Ann. d. Hydrographie u. maritimen Meteorologie. 
Ein älteres Beispiel für Verwendung eines verschiebbaren Blattes ist auch J. Sumee, 


Graphi- 
sche Bestimmung der Zugbeanspruchung von Freileitungen, ETZ, 1. Juli 1915. — Auch der Rechen- 


schieber für komplexe Zahlen von Jean Spielrein (ETZ 1924, S. 849 bis 852) fällt 


unter die 


zweidimensionalen Schieber. Die mühsamen Entwicklungen des Verfassers lassen sich durch folzende 
Betrachtung ersetzen: Der Schieber beruht auf der durch die Funktion komplexen Arguments log (x + yö) 
vermittelten konformen Abbildung eines Kartesischen Netzes z=a, y=b. Da log (oe'?) = log o + ig 
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Zu der Grundform der Blätter mit einer Schiebekurve von Kretschmer gelangt 
man durch folgende Spezialisierung: die Netze (zı, 22) und (z5, z,) auf // (Abb. 1) bilden 
ein und dasselbe gewöhnliche logarithmische Netz und ebenso ist das Netz (z;, 2,) auf /I’ 


ein gewöhnliches logarithmisches Netz; ferner ist z; eine Konstante, so daß statt der Kurven- 
schar (z;) auf /I’ eine einzige Kurve auftritt. In den Gleichungen (1), (2), (3) ist also: 


\fı logai \fı logz \ fs = log 2; 
g12 log 2: ! I34 log 2; G56 log Ze 


und an die Stelle der Gl. (4) tritt 
Fe, y)=0. 
Die allgemeine Gleichung für Tafeln mit einem Schiebeblatt (7) geht also über in 


F (log 3 + log x — log 2zı, log; +logs lög 22) = 0 
dD (® =. re =) == (0) ah See REN er re ı ; ° 


=| ”3 


In vielen Fällen wählt Kretschmer als eines der Netze in Abb. 1 statt des 
lorarithmischen Netzes eine schräge logarithmische Leiter, die sich ohne weiteres in das 
logarithmische Netz einzeichnen läßt, oder ein Netz, das entsteht, wenn man eine Schar 


schräger Geraden in ein logarithmisches Netz einzeichnet. Wählt man z. B. für das 
Netz (zı, 2) 


oder ') 


\ fı: log zı + alogz 
!gu  log2 
wo a eine Konstante ist, so tritt an die Stelle von (8) die Gleichung 
23 25 21 26 
"IS; 0... en. 
Im einzelnen ist z. B. für Kretschmers Abb. 2 (S. 182): 
(fa logC-+logd fı loge (fs - 0 
) 2 — logd 934 log p ! 456 0 
Setzt man diese Funktionen und z; = 0 in die Gleichung (7) ein, so erhält man 
F(log e— logC — lozd, log p — log d)=0 
oder p ‚(pP 
!- (108 pet log 2) —=)( oder a" / (”) 
Für die Abb. 3 (S. 153) erhält man: 
(fa logC-+ !;logM: \fı- logd (fs -"alogkı 
gu logM, ! gs log M, ae... 


Dies führt auf 


a aM, dykı « Ma 
® (103 e 108 = er ACH ” Zi rg} 
cyM, c.-Yım 
3. Flächenschieber für die Blechdicke von Flammrohren. In Abb. 2 gebe ich 
die nomographische Lösung einer Formel, die von der Form der Gl. (7) ist, aber nieht mehr 
zu der von Hrn. Kretschmer behandelten enger begrenzten Klasse gehört. Es ist die 
in den reichsgesetzlichen Bestimmungen über Anlegung und Betrieb von Dampfkesseln 
enthaltene Formel für die Berechnung der Blechdicken von Dampfkesselflammrohren mit 


äußerıem Ueberdruck ?) 
d . al 
s-! (1+Yı+ )+? re ra ı Vie We VERRER 
2400 p i+@ 


ist, so sind Moltiplikationen und Divisionen komplexer Zablen in der Bildebene als Verschiebungen bei 
parallel bleibenden Koordinatenricehtungen ausführbar. — J Hak verwendet in seiner Arbeit: »Eine graphi 
sche Methode zur Lösung von Erwärmungsaufgaben« (ETZ 1924, S. 235 bis 238) wie Kretschmer ein 
Grundblatt mit logarithmischen Koordinaten und ein ebensolches Deckblatt. Er zeichnet die Ablesekurve 


auf dem Grundblatt. 
] 


) Für den Fall z, = =1 hat schon Mehmke diese Gleichung nach dem Schiebekurven- 

verfahren gelöst, Vergl. Mehmke, Leitf. z. graph. Rechnen, Leipzig und Berlin 1917, S. 69. Mehmke 

weist an dieser Stelle zurück auf O. Reynolds, Phil. Trans. vol. 170 (1879), part ıI, S. 753. 
®) Vergl. Hütte, 24, Aufl., II, S. 93. 
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Hier bedeutet s die Blechdicke, (d den inneren Durchmesser, ! die Länge des zylindrischen 
Flammrohrs, alles in mm; p ist der größte Betriebsüberdruck in at und a ist ein Beiwert, 
der folgende vier Werte annimmt: 


a 100 für liegende Rohre mit überlappter Längsnaht, 
a=80 >» » geelaschter oder geschweißter Längsnaht, 
a—70 für stehende Rohre mit überlappter Längsnaht, 
a=50 3» » >» gelaschter oder geschweißter Längsnaht. 


Bezeichnet man mit x, y die Bezifferung eines Punktes in einem rechtwinkligen 
logarithmischen Koordinatennetz, so trägt das Grundblatt der Rechentafel das Netz 
(d, 2) mit den Gleichungen 

d u 
Cm FOR ER 07 | 3 3 


1000 


und das Netz (s, a) mit den Gleichungen 


=» 2, na une Ee 


Das Schiebeblatt trägt die Leiter 


13) 


und die Ablesekurve 
ywhle—i1): 5. 200% 0 a. 
Die Einstellung des Schiebeblatts auf das Grundblatt drückt sich aus durch die 
Gleichungen 


Ya Y 
m | 


O)s 
ya, 

die völlig der bekannten, beim gewöhnlichen eindimensionalen logarithmischen Schieber 

bestehenden Proportion 


u: 5, eu: 


entsprechen, wenn Xı, x, die Bezifferungen zweier Leiterpunkte des Schiebers und ;, :r, die 
Beziiferungen der ihnen gegenüber stehenden Leiterpunkte der Zunge sind. Daß 
sowohl die Zähler wie die Nenner in jeder der Gleichungen (15) mit einem beliebigen 
l"aktor vervielfältigt werden können, wird dazu ausgenutzt, den Systemen des Grund- und 
des Schiebeblatts günstige gegenseitige Stellungen zu geben. In den Gleichungen (11) 
bis (14) sind diese Faktoren schon passend gewählt. 

Die Elimination aller < und y aus den © Gleichungen (11) bis (15) liefert die 
Gleichung (10 

Bei Benutzung von logarithmischem Papier machen nur die /-Kurven des Netzes (11) 
etwas mehr Arbeit, da sie wie die schnell herstellbare Ablesekurve (14) punktweise zu 
berechnen sind. Doch gehen sie durch viele mit ganzen Zahlen bezifferte Punkte; auch 
ergeben sich bei der Berechnung allerhand Rechenvorteile und Kontrollen. Die Leiter (p) 
erhält man, wenn man die Hauptdiagonale zweier in dieser Hauptdiagonale benachbarter 
Mantissenquadrate eines Blattes des logarithmischen Papiers zieht und die hierbei entstehende 
leiter so auf das Schiebeblatt mit der Nadel durchsticht, daß der mit p= 20 bezifferte 
Punkt auf den logarithmischen Netzpunkt <= 1,2, y=10 und der mit p= 2 bezifferte 
Leeiterpunkt auf den Punkt 2 = 0,12, y=1 fällt. Dies geht aus den Gleichungen (13) 
hervor. 

Anwendungsbeispiel: Ist gegeben d=S00 mm, !=1200 mm, p=6at, a=S$0, 80 
stellt man den Punkt p=6 des Schiebeblatts auf den Netzpunkt (= 800, 2 = 1200) des 
(Grrundblatis. Wenn man hierbei dafür sorgt, daß die wagerechten Leitlinien des Schiebe- 
blatts denen des Grundblatts parallel sind, so geht durch den Punkt, in welchem die Ab- 
lesekurve des Schiebeblatts die Linie « = SO schneidet, die mit 10 bezifferte s-Linie. Die 
Blechdicke beträgt also 10 mm. Die Stellung des Schiebeblatts für dieses Beispiel ist 
gestrichelt angedeutet. 


4. Methodische und technische Bemerkungen. Die Frage der leichten 
Herstellbarkeit von Rechentafeln muß recht brennend sein, denn wiederholt hat man 
neuerdings in Deutschland um den Preis der leichten Herstellbarkeit dauernde Nachteile 
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und Umständlichkeiten in der Benutzung in Kauf genommer. Um krummlinige Leitern 
zu vermeiden, findet sich J. Hak') damit ab, daß jede Ablesung um eine Operation ver- 
mehrt wird, nämlich um einen Wertesprung auf einer der Leitern oder um einen Ueber- 
gang von einer Leiter auf eine andere längs einer Leitkurvenschar. Um den Preis der 
bequemen Einzeichnung in logarithmisches Papier opfert Kretschmer mit dem an anderer 
Stelle‘) gemachten Vorschlag seiner »schrägen Zapfenlinie« die eigentümlichen Vorzüge 
der Fluchtentafeln aus drei Leitern, nämlich die klare, gleichzeitige Ueberschaubarkeit 
und einfache Variierbarkeit dreier zusammengehöriger Werte der Veränderlichen. Zeitdauer, 
Sicherheit und Genauigkeit der Ablesung werden beeinträchtigt durch diese Brechung des 
Äbleseweges, der nun wieder den unbeliebten Linienscharen entlang laufen soll.) Wenn 
eine dauernde Benutzung der Tafel in Frage kommt, dürfte es wohl wirtschaftlicher sein, 
die Zeichnung der logarithmischen Leitern, etwa mit Hilfe der käuflichen, sehr genauen 
logarithmischen Facettenmaßstäbe nicht zu scheuen; für einen ersten Entwurf oder eine 
behelfsmäßige Herstellung aber liefert ein schräger Schnitt durch logarithmisches Papier 
eine logarithmische Leiter von jedem gewünschten Maßstabe zum Aufkleben. 


), J. Hak. diese Zeitschr. |] 1921), S. 154 bis 157; 2 (1922), S. 469 bis 472; Annales d« 
Ponts et Chaussces 1925, S. 375 bis 386. Die an der Spitze der zweiten dieser Arbeiten gemachten 
falschen Anzaben über die allgemeine, dureh eine Fluchtentafel mit drei zeraden Leitern darstellbare 
Gleichunz sind in der dritten, französisch geschriebenen Arbeit berichtigt. 

*, Werft, Reederei, Hafen, 4 (1923), S. 31 bis 35. 

) Anders steht es natürlich mit der Brauchbarkeit der Tafel für mehr als drei Veränderliche 
die Kretschmer in seiner Dissertation unter dem Namen »Verbundnomogramm« behandelt. Für vier 
Veränderliche ist dies eine für die Gleichung Azı”ı 23° 2,3 2,’"ı = 1 entworfene Tafel, die aus einer Veı 
koppelung einer logarithmischen Fluchtentafel mit einer logarithmischen Netztafel besteht, odeı was 
dasselbe ist — aus einer Fluchtentafel mit einer verdichteten Leiter. Fine neue Methode ist diese 
Form picht Bekanntlich kann man hier über drei Maßstäbe verfügen. Um (das logarithmische Papier 
zu benutzen, macht Kretschmer diese Maßstäbe gleich. In manchen Fäılen wird dies aber zu einer 


unrünstigen Form der Tafel führen. 
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Auf die leichte Herstellbarkeit legt Hr. Kretschmer auch bei seinen Schiebe- 
kurvenblättern den größten Nachdruck, während Margoulis nur die Darstellbarkeit 
schwierigerer Gleichungen betont. Es verdient in der Tat alle Beachtung, daß hier gezeigt 
wird, wie für ziemlich verwickelte Gleichungen mit bis zu sechs Veränderlichen das fertige 
logarithmische Papier dienen kann und nur eine Kurve punktweise zu zeichnen ist. Zu 


den schon genamten Vorteilen der Tafeln mit Schiebeblättern — keine verzweigten 
Systeme und keine überzähligen Systeme, so daß jede Veränderliche als Unbekannte auf 
treten kann kommt noch der Vorteil, daß eine logarithmische Leiter in allen Teilen 


dieselbe relative Genauigkeit hat. 

Dennoch wird man in Fällen, wo auch andere Methoden möglich sind, besonders 
also bei Gleichungen mit einer geringeren Zahl von Veränderlichen (wie bei Abb. 2 S. 182) 
über die Nachteile dieser Rechentafeln mit beweglichen Systemen nicht hinwegsehen. 
Man hat wieder Linienscharen und Netze, die aus physiologischen und psychologischen 
Gründen den einfachen Leitern nachstehen. Die Beunrwhigung des Auges beim 
Einstellen und Ablesen kann leichter Ungenauigkeiten und Fehler bewirken. Das Papier 
des beweglichen Blattes kann sich anders ziehen als das des Grundblattes, ein Nachteil, 
der sich allerdings bei Kretschmers Tafeln weniger geltend machen wird, als bei den 
Tafeln von Margoulis, der anscheinend mit einem durchsichtigen Blatt, also einer anderen 
Papiersorte arbeitet. Solche beweglichen Ableseblätter gehen auch leicht verloren; Büchern 
gibt der Verleger sie nicht gern bei, und das in mehreren Auflagen erschienene ameri- 
kanische Handbuch von Halsey!) hätte nicht mit so zahlreichen Nomogrammen ausge- 
schmückt werden können, wenn man mit beweglichen Systemen gearbeitet hätte. Hinsichtlich 
der Genauigkeit ziehe ich eine sorgfältig von Hand gezeichnete Leiter dem käuflichen 
Logarithmenpapier vor. Für Präzisionsarbeit wären puopktweise berechnete Leitern mit 
dem Koordinatograph zu zeichnen. 

Diese Bemerkungen sollen und können aber nicht der Bedeutung Abbruch tun, die 
den zweidimensionalen Rechenschiebern vor allem bei Gleichungen mit einer größeren 
Zahl von Veränderlichen zukommt. Bei der großen Vorliebe, deren sich das Flucht- 
linienverfahren erfreut, hat man Gleichungen mit einer größeren Zahl von Veränder- 
lichen meistens durch Ketten von aneinandergekoppelten Fluchtentafeln zu je drei Ver- 
änderlichen mehr oder weniger glücklich dargestellt. Solche zusammengesetzten Fluchten- 
tafeln machen manchmal einen gequälten und zusammengeflickten Eindruck. Häufig 
nimmt man bei ihnen zu überzähligen Systemen seine Zuflucht. Läßt sich zwischen 
zwei Teiltafeln keine gemeinsame Leiter einer Hifsveränderlichen als Zapfenlinie schaiien, 
so greift man zu Notbehelfen wie Leitlinienscharen, »Gleitkurven« *), Wertesprüngen auf 
einer Leiter. Hinter jedem dieser Auswege versteckt sich ein überzähliges System, das 
zwar harmloser ist, weil es einer nicht als Unbekannte auftretenden Hilfsvariablen zu- 
kommt, das aber den Ableseweg weitläufiger macht. Auch leidet die Genauigkeit bei 
mehrfach gebrochenem Ableseweg. Wie vollzieht man überhaupt praktisch die Ablesung 
bei solchen mebrfach zusammengesetzten Fluchtentafeln? Ich vermute stark, daß man 
sich bei jeder Einzellösung die Brechungspunkte auf den Zapfenlinien mit dem Bleistift 
anmerkt, wenn man nicht gar jedesmal die Fluchten wirklich mit dem Bleistift zieht. 
Jedenfalls empfehlen die Amerikaner‘), die derartige zusammengesetzte Fluchtentafeln in 
amerikanischen Mengen auf den Markt geworfen haben, ein durchsiehtiges Blatt aus 
Zellhorn (Zelluloid) auf einer Seite mit feinem Schmirgelleinen rauh zu reiben, mit der 
rauhen Seite nach oben auf das Nomogramm zu legen und die Fluchtlinien mit weichem 


F. A Halsey, Handbook for Machine Designers, Shopmen and Draftsmen, New York 1916. 


Vergl. H. Schwerdt, diese Zeitschr. 4 (1924), S. 314 bis 323. Die Bezeichnung >Gleitkurve 
scheint mir anfechtbar, da >»Gleiten« mit der Vorstellung eines Schubs ve bunden i+t. Ich halte diese 
Bezeichnung auch für übertlüssig, da die hier vorliegende zeometrische Beziehung Berührung heißt. 


Die von Schwerdt als Darstellung einer beliebigen Gleichung mit drei Veränderlichen angrgebene 
Gleitkurventafel brachte in derselben Allzemeinheit schon d’Ocagne (Traite de N., 1. Aufl., 1899, 
Nr. 58, 2. Aufl., Nr. 59) uuter der Bezeichnung »allgemeines Berührungsnomosramme (abaque tanzentiel 
eenceral). Er maß dieser Form keine zroße Bedeutung bei. Uebrigens fällt das Verfahren, nach dem 
Schwerdt auf S. 322 eine verstreekte Netztafel in eine Fluehtentafel verwandelt, unter die Meihode, 
die d’Ocagrne in dem auf den eben angeführten folgenden Paragraphen seine3 Werkes angegeben hat. 
\uch Soreau brachte wiederholt Beispiele zu diesem Verfahren. Meine3 Wissens ist auch noch keine 
andere praktisch bequeme Methode der zraphischeu Uebersetzung einer Geradentafel in eine Fluchten- 
tafel anzereben worden. 


Bliss, Amer. Machinist, 22. April 19 5 HlHalsey, a a. 0©., Vorwort zur 2. Aufl. 
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jleistift darauf zu zeichnen. Die Linien können dann mit dem Radiergummi immer 


wieder ausgelöscht werden. Das ist umständlich, aber nur so kann man bei einer zu 
sammengesetzten Fluchtentaiel ein System zusammengehöriger- Werte der \Ver- 
änderlichen gleichzeitig überschauen und festhalten. 

Hier bringen nun Hrn. Kretschmers Tafeln und ihre allgemeineren Formen eine 
bedeutsame Wendung. Sie sind Gebilde aus einem Guß. Mit einer einzigen Ein- 
stellung des Schiebeblatts werden bei diesen naturgemäßen Verallgemeinerungen 
der Rechenschieber ins Zweidimensionale alle Werte eines Satzes zusammengehöriger 
Werte der Veränderlichen gleichzeitig überschaubar; ja man kann sogar mehrfach unend- 
lich viele derartiger Sätze festhalten, gleichzeitig überschauen und bequem variieren. 
Ueberzählige Systeme werden dabei vermieden, go daß jede Veränderliche als Unbe- 
kannte auftreten kann. Man halte etwa die beiden von R. Soreau') für die Blech- 
dicke von Flammrohren entworfenen zusammengesetzten Fluchtentafeln gegen die Abb. 2 
wobei auch zu beachten ist, daß Soreaus Tafeln beide für d ein überzäbliges System 
haben. Der Vorteil, daß die Zahl der Netze zugunsten einfacher Leitern auf ein Mindest- 
maß herabgedrückt ist und daß als Ablesegeräte nur Gerade und Geradenkreuz nötig sind, 
scheint mir mit dem umständlichen und unübersichtlichen Äbleseverfahren zu teuer erkauft, 


5, Tafeln für Eisenbeton. Die Tafel Abb. 4 (S. 184) für die Formeln aus dem 
Eisenbetonbau hat als ein ihrer Natur fremdes Element das Fluchtungsverfahren hinzu- 
genommen, das die Handhabung unbequem macht. Statt der Darstellung aller Formeln 
in einem einzigen Nomogramm, die den Benutzer verwirren kann, schlage ich für jede 
Formel eine besondere Rechentafel vor. Abb. 3 ist die Tafel für die zweite der drei Formeln. 
Für die beiden anderen lassen sich ähnliche Nomogramme entwerfen. Ist gegeben 0,— 800, 
%,=30,b=35, M= 1500, so legt man die b-Leiter des Schiebeblatts so an die wage- 
rechte Linie 0, = 500, daß die Linie 0,—=30 durch den Teilstrich b)= 35 geht. Dann 
geht durch den Teilstrich M = 1500 die Linie A = 30. Diese Tafel, die sich auch leicht 
in einen Schieber umbilden ließe, bei dem ein Läufer den Netzpunkt (9,, 6,) auf die 
Zungenteilung (5b) herunterholen könnte‘), enthält nur ein einziges Netz und vermeidet 
die Brechungen des Ableseweges an einer »Wanderkurve«°). Die Linien A und 0, sind auf 
lorarithmischem Papier vorhanden und die Leitern (db) und (M) kann man’ von einem 











































































































———h 
60 40 30 20 1okg/cm? 
DE ae 
74 22 / Br; = | 
B Be. / / } 
En TE; 7 | 
800 / / ci 
IUU ” r / 7 
& = | A ET 1 7 en a 5 
20 0 50 200 300 500 mm 
1700cm f 
800 1 bmg 
M 
79 
100 mkg 200 300 - soo 1000mhg zoo 3000 
BIRBEEREURNEEI: en 
+ 6 f 8 15 20 26 7) 7 ’ 
; 10. cm ji , " 
N————- 
Abb. >» 
. M 0,06 + 15 
fı = 
boı | 7 D% | 9 10 
Beispiel: ©, 800 kglem‘, oo = 30 kglem”. b=35 cm, M 1500 mke, W= 30 cm. 
) Nomographie, I, S. 404 und S. 457. 
*), Der Schieber hat eine verdiehtete, binäre Leiter (0. on»). 
3) Zeichnet man die Teilungen für M und 5b mit ein und demselben Träger auf das Grundblatt. 


so kann auch der Steehzirkel verwandt werden, 
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Bogen logarithmischen Papiers von halb so großem Maßstab ') abschneiden und so zu- 
sammenkleben, daß dem Punkt 5b = 100 der Punkt M = 750 genau gegenübersteht. Die 
Einzeichnung der ‘Linien 0, erfordert allerdings etwas mehr Arbeit als das Zeichnen 
einer »Wanderkurve«. Da diese Linien aber sehr gestreckt sind, genügt die Berechnung 
weniger Punkte, und dieser Mehrarbeit steht der dauernde Vorteil der bequemeren Be- 
nutzbarkeit gegenüber. 

Zur Begründung zerlege man die Gleichung für %' unter Einführung einer Hilis- 
veränderlichen { in die Gleichungen 


„ 0./0b 15 h Vu 
\ und = 


Vo 100 > V75» 

Ss ist die logarithmische Abszisse, 0, die logarithmische Ordinate des Netzes, das 
die erste dieser Gleichungen darstellt. 

Uebrigens wäre es möglich, das Netz durch eine Anamorphose in der Ordinaten- 
richtung (etwa auf graphischem Wege) so umzuwandeln, daß die o,-Linien sich mit hin- 
reichender Genauigkeit zu Geraden strecken. Damit wäre auch der Anwendung des 
Fluchtlinienverfahrens die Tür geöffnet, und die Formel ließe sich dann z. B. durch eine 
zusammengesetzte Fluchtentaiel darstellen, die aus parallelen geradlinigen logarithmischen 
Leitern für M, b, , o,, zwei dazu parallelen Zapfenlinien und einer schwach gekrümmten 
Leiter für 0, bestände °). 133 b 


Für das Grundblatt wählte ich das Papier Schleicher & Sehüll Nr. 370 '/3-8, für das 
Schiebeblatt Nr. 366 '/3.. Das Maßstabverhältnis der beiden Papiere muß allerdings genau 2:1 sein, 
was bei den käuflichen Papieren nicht immer der Fall ist. 

*) Inzwischen erschien der »Beitrag zur Verwendung der Nomographie in der Eisenbetonrech- 
nung von F. Eisner und W. Kretsehmer (Beton und Eisen. Bd. 24, Felrruar 1925). Das Wertvollste 
in dieser Arbeit scheint mir die »Schlußbemerkung zu sein, welche die übrizen Ausführungen der 
\rbeit überflüssiz ınacht. In dieser Schlußbemerkung werden die drei Eisenbetonformeln ebenfalls 
näherungsweise verstreckt; auch wird, wie bei meiner obigen Anregung, auf die sich hieraus ergebende 
Möglichkeit einfacherer Rechentafeln hingewiesen. Meine Arbeit lag Hrn. Kretschmer seit Juni 1924 
im Manuskript vor. In der genannten Veröffentlichung ist nichts darüber gesagt, ob jene Schluß- 
bemerkunzr vor oder nach diesem Zeitpunkt abzefaßt ist. Eisner und Kretschmer verstrecken die 
S. 183 von Kretschmer mit gı, 92, %3 bezeichneten Funktionen, was auch zweckmäßiger ist, als die 
Verstreekurg der Funktion X. Auch ich hatte in der Zwiselenzeit die Verstreckung der Funktionen y 


ins Auge zefaßt. Doch halte ich das von Eisner und Kretschmer angewandte von Schwerdt an 
rexebene Auszleichverfahren hier wie in den meisten derartizen Fällen nicht für angemessen. Ich gebe 
vielmehr den Logarithmen gleiche Gewichte. Auf die Begründung gehe ich hier nicht ein. Bei 


den rohen theoretischen und empirischen Grundlagen dieser Eisenbetonformeln genügt es also wohl, die 
flache Kurve nach «(dem Auzenmaß dureh eine Gerade zu ersetzen, 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Nomogramme für die Oberfläche des krumme bezilferte Leitern verschoben werd 
Quaders. im folgenden bespreche ich fünf sind mir in der Literalur noch nieht begegnel 
sraphisch« lalfeln zur Derechnung der Obeı In einer lechnischen Zeilschri!t wurde jüngst 
lache des Quaders aus den Kanltenlängeı die nomographische Preisberechnung von Post 
nd zwar l. eine Z-Tafel 2. eine Fluchten- kisten behandelt * a der Verfasser hier 
tafel mil einem Nelz, 2 I. und 5. drei Ta den Preis proportional der Oberfläche setzt, 
feln miıl verschiebbaren’ bezilfferlen Leitern so handelt es sich. wenn man von der Ver 
Die drei letzten Taleln gehören zur Gruppi vielfällisung mit einem veränderlichen Teue 
der Nomogrammı mtl einem ver- rungsfaktor absıeht. di in der Arbeit durch 
schiebbaren Blatt oder zweidimen \nhängung einer Jlogzarılhmischen -Multiplika 
sıonalen Rechenschiıebeı ddıe erst ın tionstalel bewerkstellist wird. um d \ulgabı 
iunester Zeil der Franzos \lareoulis') s\ 

% \us den Kanten a 5b, c eines Quaders 
stemalisch behandelt hal Beispiele von der O1 N KB | nr ir 
\rt meiner Abbildunsen 5 und + bei deneı ERS er Se E ee 

zu berechnen. 
Is ist also die Gleichung mil 4 Veränder 
Compt. rend. Paris 19253, 1, S. 824 bis 826, lichen (= al rn a 7, ER EEE 1) 


Näheres über diese Tafeln, für die ich den Namen r a 
h E sraphisch zu verlafeln 
Flächenschieber vorschlage, vergl. in der Zu 


sehrift von Hrn. Kretschmer (diese Zeitschrift 5 -) B. Stahl, Preisbereehnung bei veränderlichen 
1925, S. 182 bis 184) und meinen voranstehenden Grundpreisen unter Zuhilfenahme der Rechentafel, 
Aufsatz. Maschinenbau, 1923, Heft 5, S. 115 bis 117. 
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Mit Rücksicht auf die Zuschläse für Ueber- 
lappen usw. behandelt die Arbeit allerdings 
die elwas abgeänderte Funklion 

=2 (db + ad —+b’e) —2a.. (la), 
worin a =a—2 b’=b-+2 “=c 2 ist. Da 
Rechenlafeln für die Oberfläche des Quaders 
nach der Formel (1) von allgemeinerem Belang 
sein dürften, so behandle ich die Vertafelung 
dieser Formel (1 Weil es aber wichtig ist, 
daß sich eine Methode auch den Besonder- 
heiten anpassen kann, die die Praxis im ein- 
zelnen Fall mit sich bringt, so zeige ich am 
Schluß dieser Arbeit, mit welchen geringfügi- 
gen Funktionsänderungen meine Verfahren 
auch für die Gleichung (la) brauchbar werden. 

Die in der oben genannten Arbeit entworfene 
lafel a.a.d©.. S. 116. Bild 4) enthält, wenn 
man die erwähnte letzte Teiltafel für die Ver- 
vielfälligvgung mit der Teuerungszahl wegläßt. 
acht bezifferte Leitern, nämlich 6 Leitern für 
Kingangswerte, zwei für a, zwei für 5b, eind 
[für ec, eine für a b, ferner 2 Leitern, aul 
denen «in Wertesprung auszuführen ist und 
endlich drei Zapfenlinien. Um einer Gleichung 
von 4 Veränderlichen willen halt man also dem 
Vorteil der parallelen logaritlhmischen Leitern 
zuliebe eine solche Häufung von Ablese-Ope- 
ralionen in Kauf genommen, daß wesentliche 
Vorteile der Nomographie, vor allem die Ueber- 
sichllichkeit und die schnelle Ausführbarkeil 
der Rechnung verloren gehen und auch die 
Genauigkeit recht fraglich wird. Auch dar! 
bei dieser Tafel nur f die Unbekannle sein, 
während man doch Tafeln bevorzugt, bei 
denen jede der Veränderlichen als Unbekannle 
auftreten kann. 

Fine viel einfachere Tafel. die allerdings 
keine logsarı.hmischen Leitern enthält, bekäme 
man schon folgendermaßen 

Schreibt man die Gleichung (1) in der Form 


’ 1 
a? —+f2 =(a+b): ie 2 
\a-trc) 
und betrachtet man a, (a—b), (a—c), f als 
die Veränderlichen, so ist die Gleichung von 
i f3 Tu | 
der Form fi -- fa und läßt sich durch eine 
fi 

/-Tafel darstellen!). Die Summen (a-—-b) und 


a--c) sind jedesmal im Kopf zu bilden. Die 
Tafel besteht aus nur vier geradlinigen Lei- 
tern, die auf drei Trägern untergebracht wer- 
den können. Jedoch wäre die reziproke Leiter 
für (a C nur für gewisse Wertebereiche 
brauchbar und außerdem dürfte auch bei die- 
ser Rechentafel a nicht als Unbekannte auf- 
Irelen. 

Nach Möslichkeit sucht man aber zu er- 
reichen, daß ein Rechenblalt nur L.eilern oder 
l.inienscharen für die ursprünglichen 
Veränderlichen (also hier für a, b, ec, f 

!, Vergl. M. v. Pirani, Graphische Darstellung 
in Wissenschaft und Technik, 1. Aufl. S 30, S. 121, 
Gleichung (6). P. Werkmeister gibt (Ztschr. f. 
ange. Math. u. Mech., 4, 1924, Heft 3, S. 260 bis 265) 
neben der Z-Tafel noch ändere Tafelformen für 
die obige Gleichung an. 


enthält, und zwar für jede dieser Veränder- 
lichen nur eine Leiter oder Linienschar (also 
keine überzähligen Systeme), damit jede 
der Veränderlichen als Unbekannte auftreten 
kann. Ferner wünscht man, daß möglichst 
mit einer einzisen Einstellung des 
Ableseseräls die zusammengehörigen Werte 
aller dieser Veränderlichen gleichzeitig 
überschaubar werden, damit man durch Ver- 
änderung der Einstellung leicht die dem Inge- 
nieur so wertvollen beliebisen Variationen der 
zusammengehörigen Werte herbeiführen kann 
ich ce kleiner machen, wenn a um 05, b um 
1,5 zunimmt und / unverändert bleiben soll? 
Im folgenden will ich nach verschiedenen 
\lethoden für die Oberfläche des Quaders 
lafeln entwerfen, die diese Forderungen er- 
füllen 9 


Um wieviel. so frast man beispielsweise. muß 
| 


Es sei noch bemerkt, daß die Gleichung (1 
zu der schwierigeren Art von Gleichungen mit 
t Veränderlichen gehörl, bei denen es nicht 
möglich ist, durch eine Umformung zwei der 
Veränderlichen (z.B. f und a) auf die eine 
Seite und die beiden anderen (b und ce) aul 
die andere Seite der Gleichung zu bringen 

I. Eine Fluchtentafel mit einem 
Netz. Wir schreiben die Gleichung | In 
der Form 

ab + oO) +be —- ff =0 ....060). 

Da die Gleichung in a und f linear ist?), so 
können wir eine Verstreekuns versuchen 
\Wır setzen 

z=b- e. y=bec = EN 53 


vr und 7 sind hier keine Koordinalen son 
dern Hilfsveränderliche Die Ausmerzung 
liminalion) von ce aus diesen beiden Glei- 
chungen ergıbt die in x und y linearc« 
Gleichung 
y-bie+tb=0 .„...:. (6) 


und die Ausmerzung von Db aus den Glei- 
chungen I) ersibt ebenso 
y—-ci+d=0......:.6). 
Setzt man ferner dıe Werte /#) in die Glei- 
chuns (3) ein, so erhält man 
y+trazr—- fi =0 ..:.:.::. 
Da die Gleichungen (5), (6) und (7) in x 
und y vom ersten Grade sind, so ist die Ver- 
streckung gelungen. Merzt man jelzt x und y 


aus den Gleichungen (5). (6) und (7) aus. so 
ergibt sich | a | h2 
1 - iQ 
l a == FB 


I) Läßt man Probieren zu, so kann die Glei- 
chung (1) auch mit Hilfe einer Rechentafel für 
die allgemeine Gleichung dritten Grades gelöst 
werden. Denn f'2 ist der Koeffizient des linearen 
Gliedes der Gleichung, die a, 5b und ce zu Wur- 
zeln hat. 

*) Hinreichend wäre schon, wenn die Gleichung 
in zwei Funktionen y (a, f) und w (a, f) linear wäre. 
Ueber die im folgenden angewandte Elimina- 
tionsregel vergleiche man diese Zeitschrift 4 
1924, S. 66. 
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linke Seile der Gleichung (3 
I du [ur eıne Fluchtentafel erforderlich: 
Deierminantenlorm gebracht. Multipliziert man 
noch die zweite Spalte dieser Determinante mit 
dem Maßstlabfaktor und die dritte mit dem 
\laßstabfakltor u, und versteht unter x und 
jelzt rechtwinklige oder schiefwinklise karte- 
ische Koordinalen, so sagt die Gleichung d 


Punkt 


x )b ! x 
(49). 
) 


aus, daß die drei 


SR (10), 


7 - u b? 7 — U c* \ 


x — /a |] 
(11) 

y=- uf?2\ 
ul einer Geraden liesen 
V) und 10) 


oder c€ 


Die Gleichungspaar« 
stellen ein und dieselbe, mit b 
bezilferte, gewöhnliche Parabel dar, 


deren Punkte sich nach diesen Gleichungen 
leicht errechnen und zeichnen lassen. Die 
Gleichunsen 11 stellen zwei Scharen von 


Parallelen zu den Koordinalenachsen dar 
Bild 1 ist die verkleinerte Wiedergabe der 
mit den Werten \ I0 mm, u I mm gezeich- 
neten Tafel Um ıhr eine eünstise Form zu 
wählt ich den Winkel der 


dinatenachsen /U 120 das 


seben, Koor- 
)D)reiecks- 
papier von Garl Schleicher & Schüll 
nı Düren lieferte ohne weileres das erforder 


liche Koordinaltennetz Zur Erläuteruns habe 





ich die Koordinalenachsen eingezeichnel 
1) 
w10] 
r A 
N I fe 1 


WERTET 











aaN 





EEAURELNEN, 











Di CI sezeichneli Stellung des Weisers Z« of 
daß fur Db 1.6 a. 0 | der Wert / 100 


herauskomm! 


Was die Bereiche betrifft, so lassen sıch 
war die mit O0 besinnenden Dereiche von a, 
b, e und / beliebig hoch auscdehnen. Ist aber 
/ gesucht, so wird das Ergebnis um so un- 
enauer, je näher b und c zusammenliegen und 
je größer a ist In diesem Falle wird man 
deshalb di srößte und die Kante 
auf der Leiter für :b und c ansetzen. Sind alle 


kleinsle 
rei Kanten nicht sehr voneinander verschie- 
den, So ist der | ngenauligkeil bei dieser Form 
der Tafel nicht abzuhelfen Bewegen sich die 
Werle von zwei Kanten b und c ın zwei be- 
sorenzlen, voneinander getrennten Bereichen, so 


kann in geeigneten Hällen eine projeklive 


homographische, kollinear« Franstormalion 
das Bild 
Parabel derart in eine Hyvperbel umwandeln, 


daß diese auf ihrem einen Ast die b-Werlte und 


verbessern Man kann z.B die 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


uf ihrem anderen Ast die e-Werte trägst und 
daß zwischen beiden Aes!en das Netz 73 
liegt. Es erhöht stets die Genauigkeit, wenn 
das System der gesuchten Veränderlichen (/ 
zwischen die Systeme der gegebenen Veränder- 
l.eitern für b und c) zu liegen 
komm Doch macht eine solche Umlormung 
viel mehr Rechen- und Zeichenarbeit als das 
sehr rasch herstellbare Bild 1. 


lichen die 


Analos der oben in den Gleichungen (4) bis 


8) ausgelührten Verstreckung ist noch folgende 
andere Verstreckung möglich 


=a, y=f ... (4a) 

x -o—=%0 (ba), 

Y — =0 ... (68), 

r (b-+-c) y/2 be=0 (Ta), 
1 0) -——(M 

0 | —/ |\=0.. (8a). 
b+c — 1/g be 


Die linke Seite der letzten Gleichung ist die 
Determinanlte einer Familie pro- 
jektliv verwandter Fluchtentafeln mit zwei ge- 
raden Leitern für a und / und einem Netz 
von b- und ce-Geraden, die einen Kegelschnitt 
einhüllen. Diese Familie ist dual zu der von 
der Delerminante der Gleichung (8) erzeugten 
Familie, und die Gleichungen >) bis 7) 
stellen einen ihrer Vertreier dar, wenn man 
in ihnen & und y als karlesisch Koordinaten 
cleutet. 


erzeugende 


2. Eine Kurvenlafel auf logarith- 
mischer Grundlage mit einer gerad- 
linigen logarithmischen Leiter als 
Weiser Die Gleichung | läßt sich 
schreiben: 

2 =a(b c) + be 
oder!) 
10 log (//2) — 10 loga +log(b-+c) + 10 logb +Hloge 

(12). 
Grundblatt 
rechtwinkligen 


Nun zeichne ich auf dem 
unter Zugrundelegung 
koordinatensystems das Netz 


eines 


zu: =loge(b + c 
(13) 
Yo,c= log (be) = log b —+ log c 
und die Kurvenschar 
log | 2) ale % ", 
10 == 107/107 .. . . (14). 


In diesen Gleichungen wurden den laufen- 
den Koordinaten x und y die Buchstabenzeiger 
b, ce) und / gegeben, um die Zugehörigkeit 
des Punktes (x, y, zu dem betreffenden System 
zu kennzeichnen 

Ferner zeichne ich auf dem verschiebbaren 
Blatt die Leiter 

Ta = log a ) 
Ya=O E 
Auch hier d.ulet der Zeiger a die Zugehörig 


keit zur Leiter (a) an. 


(15) 


I) In der folgenden Gleichung (12) ist die Glei- 


chung (1) auf die von Margoulis angegebene 
allgemeine Form gebracht, die in meiner oben 
angeführten Zuschrift abgeleitet wird. 
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Nun geht die Gleichung (14) in die Glei Sind z.B. geg: 
chung (12) über, wenn man setzt so bezeichne man 
C S Man stelle 

X =Iat T,: 
16). dl Leiter aul den 


Yı = Ya Tr Ye — Ybbs: Grundblaltes eın 


Das bedeutet Man lese die losarılhmısch: o, dab sie paralle! 


: . ’ N sırhnae'on 1 1° 
Leiter (10 so auf das Grundblatt, daß ıhı Jezelcnneen, MUul 


die Kanlenlansen 1. o, 8, 
lolgendermaßen: a). b=1, 
also de \nlangspunkt 1 der 
Nelzpunklt h | C Ss des 
und halte dabeı die a-L.eiıter 
den ın das Grundblalt eın 
der Ausrichlung der a-Leiter 


mit 1 bezilferter Anlangspunkt auf den Punkt dienenden wagcerechlen Linien steht. Dann Fallt 
(Tdyc, Yd,ec), d. h. auf den Netzpunkt (b, e) fällt der Punkt a=3 der a-Leiter auf die Kurv 
und daß der Träger der Leiter (15) parallel 0. Man kann aber auch seizen: a Ö, 
zur A-Achse des Grundblatts liegt. Dann fällt b I, c=3. Man sielle in diesem Falle den 


der mit a beiiffeite Punkt (Xa, Ya) dieser loga 
rithmischeı Leiter au! den Punkt (ry,, yy), d.h. D I, « > des C 
uf die mit f bezifferte Kurve der Schar (14 a-Leiter wieder | 

Benutzt man doppelt logarıthmisches Papicı den Wert f—70 i 

Stall aul einem 
a-Leiler auch aul 
\lan greilt dann 
Punkten 1 und a 


und bezeichnet man mit x, y die Bezilferungen 
Koordinatenlinien so 
schreiben sich die Gleichungen (15) und (14 
'olgendermaßben: 


der logarı hmischen 


ER e) | u zırkel ab, setzt | 

(13a), 2=27-+ry (148). auf den Netlzpunk 
y=bc ) die durch den & 
Richtlinie. Dies« 


Diese Kurven lassen sich ohne jede Rech 
nung in das logarithmische Nelz punktweise 


u 


Richtlinien Dann 


\nfangspunkt I der a-Leiter auf den Neltzpunkt 


rundblattes ein und halte dıs 
‚aralle! zu den waverechten 
zeigt der L.eilerpunkl a S 
ı der Kurvenschar an 

’apierstreilen, kann man di 
dem Grundblalt eutwerfen. 
die Strecke zwischen den 
dieser Lei‘er mit dem Stech 
tlerauf die eine Zirkelspilz« 
t ‘b, e) und die andere aul 
nannten Nelzpunkt gehend 


zweite Zirkelspitze zeigt dann 
den gesuchten Wert /f an \uf diese Weise 


ä * n ö ‚ ‚y ISor ö Inrn ’roheree f 
einzeichnen Das Nelz 13a zeichnet man kann der Leser ohne wei!leres Proberechnungen 


“ . 11 > er 
eDENSO Wie mal aul sewöhnlichem K001 an Bild 2 auslühı 


dinalenpapier Millimeterpapier das Netz Die Linien (b 
t b ce, y bc zeichnen würde Auf dem selbe Schar und 
Papier Schleicher & Schüll Nr. 370!/3-8 / gesuch!, so wir 


findet man z. B die mit 2 beziflerte 5 der die größte uı 


’ = und c anselzen 
Kurve, indem man vom X\Nelzpunkt a 1.0 


_. 


En 

und (ce bilden ein und die 
hüllen eine (eraie ein Ist 
| man nach Möglichkeit wie 
ıd die kleinste Kante als Db 
da in der Nähe der Hüll 


seraden die Nelzpunkte unsicher werden. Sind 


7 ji ausgehend immer eine Masche nach alle 


j drei Kanten 
rechls und zwei nach oben weiter geht. Noch 


lafel ebenso wie 
} . a f E . a . n n 
leichter sind die f-Kurven einzutragen, die ja 


nahezu eoleıch. so ıst di 


in demselben Falle Bild 1 


' schlecht zu gebrauchen. In der hier gezeich 
‘ 1 $4 .ı| 1 ’ \ I: ler ( ıyre \ nal BE . 
das logarilhmische Bild dei ‚eradenschaı nelen Form ist die Tafel bequem benutzbar, 
B=rcr—Ht1ı N | | 
“ y sind. wenn b und ce innerhalb der durch ein 


Bild 2 stellt das Gerippe der Tafel dar. Di: 


unten sichtbare a-Leiter muß man sich auf 4 <c<1V liesen. 


einem besonderen Papierslreilfen aufgezeichnet dritten Kante a 
denken. ausgedehnt werde 
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Bosenviereck begrenzlen Berei’he O.2I> <b<1]: 


Dagesen kann die Länge der 
aul beliebige Wertebereiche 
v Die Tafellorm ist also 
brauchbar für die Ober 
llächenberechnung von Qua- 
dern, die die Form von 
flachen Schachteln, Platten, 
Brettern oder Latten haben. 

Die Tafel läßt sich in 
der Ordinatenrichtung nach 
einem beliebigen Gesetz deh- 
nen oder stauchen. Die 
f-Linien werden im allge 
meinen das (5, e)-Netz dureh- 
setzen. Sollte dies stören. 
so kann man für die /-Schar 


um eine beliebige Strecke ( 


nach rechts schieben, wenn 
man gleichzeitig auf der 
a-Leiter als Einsatzpunkt 
statt des Punktes 1 einen 
Punkt wählt, der um die 
Strecke Ü weiter nach links 
liegt. In den Gleichungen 
(14) und (15) ist dann x, 
durch (r;— €) und r„ dureh 
Ya U) zu ersetzen. 


15 
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Vorteilhaft ist an der Tafel, daß mit wach- 
sender Bezilferung die Linienscharen sich nach 
einem Geselz zusammendrängen, das dem.loga- 
rilhmischen quantitativ nahe steht und dab 
auch die a-Leiter losarithmisch ist. Die rela- 
live Genauigkeit. der Lösungen ıst demnach ınm 
verschiedenen Wertlebereichen annähernd die 


Sl bi 


3. Eine Tafel mil einer bezilfferten 
krummen Schiebekurve als Weiser 
Die Gleichung (1) läßt sich auch schreiben 
b° + c?) : (17) 


Damit ist die Gleichung auf eine neue Weise 


=(a-+b c)? — (a? 


auf die für zweidimensionale Schieber erforder- 
liche Form gebrach! 


Man zeichne hiernach auf dem Grund- 
blatt die bezilferte Parabel 
usa) ar 
’ 18) 
ya) 
und die Parabelschar 
ji Yr* x. ar Ku u: 
Ferner zeichne man auf dem Schiebe 
blatt die beziflferten Parabeln 
nm=-— b?) i x. c" 
(20). (21). 


: 
ı/r /) \ 
Nun oeht du 

chung 17 uber, 


a —_ I trTl— In 


y=C 
Gleichung 19) in die Glei 
wenn man selzt 


)%) 
! und Ya + Y: tz y 
oder 
I — Ba = Ic — Ip 99 a\ 
. 5 + BAR] 
GV Y=-Y-—%) 


Das bedeutet Das Schiebeblalt wird so auf 
das Grundblalt gelegt, daß die X-Achsen beider 
Blälter parallel stehen und der Leiterpunkt 
b) des Schiebeblatts auf den Leiterpunkt (a 
des Grundblatts Fall Dann fällt der Leiter 
punkt (ec) des Schiebeblatts auf die Kurve (/ 
des Grundblatts. 


In Bıld 3) sind das Grundblatt und das 
Schiebeblalt dargestellt. Ist z.B. gegeben a 7 
b I. « 2. so stelle man deu Punkt D ' 


Punkt a 7 des 
Grundblalts ein und halte dabei das Schiebe 


des Schiebeblalts auf den 


blalt so, dab sein unterer Rand parallel zu 
den unbezilferten, waserechlen Richtlinien des 
(‚rundblatts liest Dann fällt der Punkt e 2 





Schiebebloft 








Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


des Schiebeblalts auf die Linie f=100 des 
Grundblalts 

Grundblalt und Schiebeblalt dürfen gleich- 
zeilig in jeder der Koordinatenrichtungen nach 
einem beliebigen konstanten Maßstab gedehnt 
oder gestaucht werden. In Bild 3 wurde di« 
Abszisseneinheit gleich !/,. der Ordinatenein- 
heit gewählt Ebenso wie bei Bild 2 empfiehlt 
es sıch, für das Schiebeblalt nicht durch- 
sichliges Papier, sondern dieselbe Papiersort 
wie für das Grundblalt zu wählen, da es hier- 
bei wahrscheinlicher ist, daß beide Blätter 
sich unter dem Einfluß von Feuchtigkeit, Tem- 
peralur und Alter gleichmäßig ändern. 

Im Gegensalz zu den beiden vorigen Tafeln 
bleibt die vorliegende auch gut 
wenn a, b und c 


brauchbar. 
nahezu oder völlig gleich 
werden Die Tafel ist hier für den Bereich 
0-10 für jede der Kantenlängen gezeichnet 
4. Ein Flächenschieber von der Art 
des vorigen, jedoch mit transzen- 
denten Kurven. Schreibt man die Glei- 
chung (1) in der Form 
1 1 | 
12 - ( )- 10108« Hlogb +loge (93), 
a b c i 
so ergibt sich, entsprechend der vorigen Lö- 
sung, für das Grundblaltt die Leiter 
za=]la 
Ya = log a 
und die Kurvenschar 
an “ * 
ram aıW) . 2.44: BD. 
Die Elimination von a aus den Gleichungen 
24) zeigt, daß der Träger der Leiter (24) eine 
der Kurven (25) 1st 
Ferner erhält das Schiebeblatt die Leitern 


»=—1ilb } ie x. = 1/c a 
4 >6,), (i \ 
y» = — log b \ Ye = log ec \ ) 


Wieder wird die Einstellung des Schiebe- 
blatts auf das Grundblatt aussedrückt durch 
die Gleichungen 


L— u — | 
Y—Yı=Ye—yı) 





(RAysı23 


Abb. 3. 
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Die Kliminalion der 8 Größen Za, Ya, Lv, Yb, 


Xe, Ye, X, yYr aus den 9 Gleichungen (24), (25), 


-_ 


(26), (27), (28) ergibt wieder die Gleichung (23) 
oder 1 

Abb. 4 zeigt diesen Flächenschieber Das 
Schiebebla‘t, das auch bier nicht durchsichtig 
zu sein braucht, ist gestrichelt auf das Grund 
blalt gezeichnet und zeigt. daß sich für a 2 
b ro 7 der Wert / I00 ergibt Di 
f-Linien sind in der Abbildung stark be- 
schnitten 





Abb. 4. 


Anı leichtesten herstellbar wäre diese Tafel 
mit Hilfe eines Koordinatenpapiers, dessen Ab 
szissenachse eine Reziprokenleilung und dessen 
Ordinalenachse «ine Jlogarithmische Teilung 
hätte. Bezeichnet man nämlich mit x, y die 
Bezifferunsen eines Punkles dieses Papiers, so 
laulet die Gleichung der a-Leiter _stat! 24 
elzt 


Ya = A, Ya=z=a .... (24a). 


Die Gleichuns der Kurvenschar (25) lautet 

jetzt 
yall-ası ss...» (BbB). 

Alle Kurven der /-Schar sind, wie es auch 
bes Abb. 3 der Fall war, miteinander und mit 
dem Träger der a-Leiter kongruent und ent- 
stehen durch Parallelverschiebung einer einzi- 
sen unter ihnen. 

Die b- und die c-Leiter des Schiebeblatts 
sind mit der a-Leiler des Grundblatts kon 
oruent, und zwar liegt die c-Leiter genau so 
ım Netz wie die a-Leiter, während die b-Leiter 
segenüber dieser Lage um 180° gedreht ist 

Leicht läßt sich die Tafel auch auf ein- 
lach logarithmischem Papier her- 
stellen, dessen Abszis:enach e gleichlörmis und 
dessen Ordinalenachse logarithmisch geteilt ist 
lat man eine einzige f-Kurve gezeichnet, so 
überträgt man sie auf ein Blatt Pauspapier, 
verschiebt dieses parallel zur Ordinalenri htung 


und sticht die Punkte durch In Abb. 4 ıst 
das Blalt zum Schluß, um handlıcher zu wer- 
den, um elwas weniser als 450 gedreht worden, 
Die Ordinaltenachse ist die mit O bezifferte f- 
l.inie Die auf ihr senkrecht stehende Ab- 
szissenachse geht durch den Punkt I der a 
l.eiler 

Die vier ersien der vorstehend entwickelten 
Verfahren lassen sich durch fo'geude Funk 
tionsänderungen aul eine Gleichung von der 


l’orm (la) (8.263) übertrasen: In Gl. (2) (8.269 


selze man stalt a? die Funktion (a’? a) und 
im übrigen statt a.b,c die Größen a’, b’, c’. In 
den Gleichungen |D S.265) und (12 Ss. 264 
setze man statt /b-+-e) die Funktion (b’-- ce’— 1 


und im übrigen slalt a, b, ce die Größen a’ 
b’. ce’. Endlich selze man in der Gleichung (17 
S.266) slalt @ die Funklion «’? 2a und 
im übriven statt a, b. e die Größen a’, b’, ec 
In den Tafeln werden nalürlich schließlich 
die Leitern und Scharen für a, b, e gezeich- 


nel und beziffer! Sie Jeilen sich aus den- 
jenigen für a’, b’, entsprechend den Glei- 
chungen «a’ a—2, b’ b 2. c’ C 2: Im 
der einfachsten Weise ab 

Marburg P. Luckey. 353 


Ueber mechanische Ausgleichung. \Man 
hat bekanntlich sehr viele- mechanische Aus- 
sleichsformeln, d.h. Formeln vom Typus 


Y=MnPxz-t A, (Pr ı + Pz+1) 


vorgeschlagen und angewandt, wo die a posl- 
tive Zahlen sind, 


ao+2(ar aa +... ta, =], 
Px der beobachtete, y, der ausgeglichene Wer! 
die dem Werle x einer ganzzahligen Variablen 
entsprechen (X 0.1, 5 ME Nicht aber, so 
viel ich weiß, die besonders einfache L’ormel 


RP (ps + 1/e(Pzr—ı +Px4 »l 

+] , (8) 

+ 1/8” (pz a+Pz+3)+...] 

1), welche den großen Vorzug bielet, dal sıı 
die Anzahl der Glieder frei läßt. die man rechts 
wirklich in Betracht ziehen will! Diese An 
zahl wird für jeden Wert von x vom numer! 
schen Werte der vernachlässigten Summanden 
Pz—_r—ı #Px+tx+i abhängen 

Formel (a) wird aber auch durch «einen 
anderen bemerkenswerlen Umsland ausgezeich 
nel: daß sie nicht aus der wiederholten und 
elwas blinden Anwendung der parabolischen 
Interpolalion und Bildung von Mittelwerten 
und Mitltelwerten von Mitlelwerten entspringt. 
sondern aus einem Varialionsprobleme, wel 
ches man als die analylische Formulierung 
dessen betrachten kann, was man von einer 
mechanischen Ausgleichung verlangt: namlich 


I) Brieht man bei dem (k +1)-sten Gliede ab, so 
wird man natürlich e* durch &e”"!(e—1) ersetzen, 
denn es ist 


e—1f 2 1 1 
1l+ l+ Pos: ) == 1° 
e+iL & & ee (e—1)). 


u 
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dab der Kolygonzug (X, y möglichst regel- behren zwar der für die Praxis nöligen Ein- 
mabıg si und daß das Svsiem der Werli fachheit. können aber vielleicht als Ausgangs 
\ ur moglichst wenig vom S \ stem Y, x) punkl für weilere lorschungen dienen 
DWeIiecNne 1) . weile orderu j on T 7 
' | | I)e1 Z eIIECN | dei 1110 k INeN W N Die \useleichunge im Falle fester 
z.B. genügen, indem wir gemäß dem Prinzip E.ndpunkte 
der kleinsten Quadrate verlangen. daß Ist 
Si n 
. a c “ 
2 2 a | H=X((dy)?+Ay—pJ)?} (B) 
(Yı Po)“ 4 (yı Pı)“ 4 - j N Un zn On’)=m2 (17 p ) 4 O0 
V so Ist auch 


mosglıchst klein sei (Ganz analog wird uns dı 


erste Forderung dahin führen. zu verlangeı 
dab dı Summe der Quadral der Langen der 
Seiten des Polvvoonzuges clessen cken \ 1% 


sınd, zu einem Minimum werde. Dies: 


Summe ıist aber gleich 


ı) 
n 
l,s wird also zu verlangen sein, dab X ı 1 y:)* 
() 


moglichst klein sei. Sind 7. und z,„ fest, so 
Iührt die Kombination der beiden Forderungen 
aul Varıalionsprobleme ! der Form 

n 

2 (I y)?+-Alye—Pı)?} Minimum, A>0 (A) 
() 


1 
deren |.osung a Is! lalls \ { > Ist 
% 


Die angegebene Regelmäßigkeilslorderung Ist 


nalürlich nicht die einzige. die man vorschla 


en könnkt Sit scheint aber bei festen Gren 
n die einfachste zu sein Diese Variations 
ılsabe wird im ersten Tei: dieser Nolte be 
handelt 


Sind aber die Endpunkte nicht fest, sondern 
Ireı auf den Geraden a VD. a n beweglich 


so ıst das Mınimum 


Y Yı ) 


n + 1 


von» (Ay.)? um so größer, je größer  y.— 1 
0 

st. hänst also nicht nur von der Regelmäßig- 

keil ab. In diesem Falle empfiehlt sich ein an 

K“inem geradlinigen 


der Werl () deı 


deres Varlalionsproblen 


) } 
Seomente entspricht nämlıch 
Stumm 


(4° y.)*. 
\lan könnl« 


mabıok« ılskrilterium 


daher diese Summe als Regel 
benulzen und \ 
Problem 


durch 
das aquivalenl 


\ 


Ss [(4* yx)* 4 Ay: — pa — Minimum (B 


0) erselzen. lalls (B) nicht zu viel kom 


plizierleren Ausdrücken Führt Wir werden 
las Problem B im Falle beweslicher End 
behandeln Die 


punkte kurz Resultate en! 


I, G. Bohimann, (Ein Ausgleichsproblem, Göt- 
Nachrichten 1899 


Problem (A), setzt aber voraus, daß / sehr eroß 


tinrer behandelt zwar das 


sei, und begnügt sich, den angenäherten Ausdruck 


Ur = Pa 1/4 J* Px + 1 ,2 4° Px 4 


für y anzugeben. Die Allgemeinheit und die 


Einfachheit der Resultate werden dabei gleichzeitg 


seopfert. 


aöl=:r[öAyı- Ay Adyr(y— Pr)| 
v) 
n +1 
nd (ö Yı . IS Ya Tu — b. B) Ux 3 . I? Ux 
) 


— AÖ Ye(Yz — P:)] 
da wegen der Formel der parliellen endlichen 
Inlegralion 
SoAy-Iy= 
Ks ıst also, falls d yo d y, = 0 


a Ö Ur* I Yz - 2 Ö Yx 4] 1? yx. 


n 
köl=Xdy. [4° yr — ) (Yz — P2)] 
0 
n+t1 
?!H=N} (d y )? ),(Ö I y:)?) - (0 
0 


Der Funktion y;, Lösung der linearen in 
homogenen Differenzengleichung mit konstanten 
koelfiz.enten 

I? y: 1 —/ y=-— / Bas» 


entspricht ein Minimum von /7. Es seien 


1 ; i 
und die reellen von einander verschiedenen 

€ 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

u? — (2 )u+1i1=0 

der homogenen Dilferenzengleichung 
I* Ye- ı — /Yı = Yr 9 — (2 + I) yYy +1 ty: =V. 
Dann ist, falls a, und a, willkürliche Konstan- 
len sind +1 


€ " 
€” > 
BE un a 21; & 
Ye = A E +08 — A-Pı+1 >; - r 
£ 
g' L 2 £— ! 2 
e— 1 s 
u a ws un ‚..,3, t 
= (ı& ag: IE —- Pırıd 
E | f () 
x 
> m ! 1 
Pe _ Pı +1 " 
! 0 
die allgemeine Lösung von (1)! 
F-s kann natürlich ı 1 vorausgeselzl wer 


dien. Ist z groß wie es immer in der biome 


Irischen Statistik der Fall ıst). so hat man 
nit sehr großer Annäherung aus den zwei a, 
und as bestiimmenden Gleichungen 


Yy7= A T@ 


YUn = ay €" na Ae-"ri 
n 
e—] 
‘ u: 7 | € s ' 
E + | () 
rn 
—— PH TFET a 
i==V) 
l 


Vergleiche üher die Integration von linearen 
Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten 
A. A. Markofi, Differenzenrechnung, Leip 
zig 1896, Kap. XIII 
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PER u K Minimum sei, lauten 
un $' EP i 
d — It E 2 . » ' 
| +1, Ä +1 ]! Y—y tr 4 Yı=UYe+9” i Ya ı (6-7 A) Yı \ ar 
47 - ih —ı Tr Yyre hp ) 
y' un Ü 
d4= Vo <= Pırıt N a ‘ 
ui / \ 0 yı (I yo — I? Yo) Ö Yo 1? yo U‘ ) 
’ \ - \“U). 
E e—1 he 2 Ö YUntı\ 1? u I; Yo) Ö Un I= u 0\ 
Y„=Wwer”’t ET Pr + ı e 
ee Is seien 
n x = R 
r y e—14 r y +1 } 17: + 16 / / 
€ . pi L l € = 5 nd pı rLı & . ei, £9  — l + EB vo 
! 0 (=) | Q 
Die Summe rechts reduziert sich praktisch | j 
die ersten Werte von x ausgeschlossen, auf r; Im Vi MM HIEHA+A 
7 
e—]1 ; 2 Vs | 
Yı = : [px + 1/e(pr-ı + Px+ı) | 
e+ V | 
2 1,3 Bi 
+1/e (Pfz—2 +Pı:ı+2)+.. .]. net 16 / | 
Il Die Auseleichunge im Falle \s 
, 
variabler Endpunkt« 4 Vi VVmrısi+i | 
Ist n+t1 . > u j 


K= [( 1? y.)° + A (Yx u , )*] . z 
0 


oder ın trigonomelrischer Form 


so ist auch 


Een U OA BIETE TEST DERELBITTE 





a &£), £3=0(Cosy £ isin y) 
\ „ y 0) 1) y / . . 
hdK—- 2 [4° y.0 J*y; +Ady: " \Yz — P%) &3, & = 1/o(cosa tisin y) 
) 0 
Er » ö * die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
—— ÖOlrA4 (I Ur — JS? \— öy.: 1° ı ” o i 
YJr+1 Ix y y JrJo welche der homosenen Differenzengleichung | 
„+1 
. B; A) Yı [4% Yz 9 4 1 (y m p )]. Yı 4 4 1 IE l — (6 r )) Ui ) — | Ya | 7 Ya = () i 
=) entspricht ls ist auch. falls A,, As, As, 4, will i 1 
Die nolwendisen Bedingsunsen dafür, daß kürlıiche Konstanten bedeuten 
Ye = a, 0’cosgr + mo’sinyz—+ a30o=-"c0ospgr + a, o-*"singxr 
o +rleospdt+1) o+r!singy(l+1) o-'—leosp(t+1) o-'-!Isinp(t-+1) N 
oe +r?cosp(l+2) o'T’singyl +2) o-'-?cospt+2) e-'-?sinp(t+ 2) 
o 73 cosg +3) oetF?sinpglt+3) 0o-'-°?cosp(t+3) o-'-?3sin g(t+3 
r T > . T Sr] T 2) N . T ‘7 
* Ep, ag 0 cospX Q sınq T oO cosypA oO sınypz 
u oe trleospy(tt+1) or!singylt+1) eo-'—!cosg(t+1) e-'-!sin g(t+ 1) 
o' 7 ?cosp(t—+ 2) o' +?sinp(t+ 2) o-'"-?cap(t +2) o-'- sing (t-+ 2) | 
o+3cospy(t+3) er3sinp(t+3) o-'—3cospy(t+3) o-'-3siny(t-+ 3) 
oe rtcosg(i+4) o*'sinpg(l+4 o'7gcospy(t+4 o='-*sinyp(t+ 4) | 
x r | 
== 0? | COS px (a, — b,.3 Aa 'p +3c08pi — b, 2 ah 1 Pt +2 sin pt) | 
—=V $>=B \ 
rv x l 
sin 7 un (as H- ba 20 , 1 P: 42 COS Y L— by PB; Oo 4 Im 19 sin F t! 
!==() t () 
x x 
r 0 2 cos F T (Az u b> >) 0o' I Ip: ıL9 COs T E— bi 2 o' r Ip: Ey sin I f) 
! v) t=\) 
Tr Y 
+singe +, No tr!mıgcosyt—br u Fipyasingd); 
t 0 t 0 
die allgemeine Lösung der Gleichung (2). D,. Kolumne abstreicht! F 
bs, bs, b, die nur von A abhängen, sınd Die Bedingungen (2a) dienen zur Festlesung | 
Brüche. deren gemeinsamer Nenner die Determi- von 4,, As, Ads, a,. Indem sie zu den linearen 
nante Gleichungen führen 
_ i 
° 4 l I 
cosp sın cos p sınyg Yı — Ya — Yı =Yı — Yı 
o cos?2p o sin?2p orleos?2y o-!sin2g YUn+1— Yn = Yn+23 — YUn+1 —Yn+3 — Yn+9. 
o?cosdyp o?sindyp o-*cosdy o-°sindg Und da andererscils yz von Ps. p a | | 
N x x x . Z 1 4 | 
0? cos4p o?sindp o 3 cos 4y o-°sin4g abhängt, selzt die Ausgleichung des Systems | 
i 4 von Werlen Pu. DPD. -. )„ voraus, daß man 
und deren Zähler Delerminanten dritter Ord- I Pi Pn 
auber diesen Werten auch 941, Pn +2, Pn +3 
nung sind. die aus der angegebenen Determi- an . ri 
\ . a ’ Iyı L CI \ 
nante entstehen, falls man die letzte Zeile und Pr+4 | 
. . . 6 . . As ’ i . en \ 
bzw. die erste. die zweite, die dritte, die vierte Rom. Februar 1925 Uso Brossj 52] | 
| 


R / 
h Ist/=2 soist auch p= j 3 +) 83, g=nj4; der Ausdruck für yı wird besonders einfach. Im 
Falle, wo 4 sehr groß ist, kann man wieder das Bohlmannsche Näherungsverfahren anwenden und 
man hat dann Y =P: + 1lAdtp - 9 +1 IPpr—ı + 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Die hieı Bücher sind dureh 


Berlin SW 19. 


angezeirten 


Beiträge zur technischen Mechanik und 
technischen Physik. August Föppl zum 


0. Geburtslav am 25. Januar 1924. gewidmel 
on seinen Schülern. Mit dem Bildnis August 
| DpI | 111 Abbildungen ım Text Verlas 
| Spı ’. Berl 1924 2)85 > 
Die Beilräge zur lechnischen Mechanik, du 
zum 70. Geburlstag \ugsust Föoppls von 
einen Schülern und Freunden zu einem Band 
vereiniel wurden, geben ein wules Bild von 
lem erslaunlich hohen Niveau, das die tech 
ısch-mechanische Forschung in Deulschland 
zurzeit einnimm!i ls ist nicht zuletzt das 
\Verdiens!l I" ö PP | s dal (dieses Niveau Sy 
reicht wurde und dauernd gehalten wırd 
\ wer! | Inhalt sei eine Arbeit 
\ knarmäns hervorgehoben welch« lic 
ur hi einen tLUS Steg und 
| Balke ıioer vertieft Ss wırd 
4 | (surles ıber den sich 
\ | biegungsspannungen verlei 
tragende Breit berechnet 
Pranditl besprieht eine neue Begsrifisbildung, 
ii li elastisch unbeslimmten Systeme 
Ida werden solehe Belasltungslälle ver 
stlandi I» denen di ormänderunsen und 
Spannungen wesentlich von den eiwa vor- 
handen Vorspannungen abhängen, also un- 
bestimmt bleiben, sobald die Vorspannungen 
nicht beka sind Von den übrigen Auf 
sul Se] ier wenies'ens die Ueberschrif 
v angeführt 
(1.Bba Versuche über den Mischungs- 
druck von Gasen und Dämpfen; O0. Föpp!l, 
Drehschwi osfeslioekeil und  Schwingungs 
damplungslestigkell von Baustoflen: J. Gei 
el Uelx Spannungsmessungen an Maschi 
nenteilen nd das hierzu verwendete Fein 
meßseräl: K. Hubeiı Di Schubspannungen 
im vebosenen I-Ba'ke 0). Mader. Beltrach- 
| s be len Wärmeübersans in der Ver 
brennungsmaschine: D. Thoma Spannungen 
dünnen zylindrischen Gefabwänden I 
Il CK\ el el einlach Naherungsver 
Iahren ur Bestimmung des Spannungszu- 
slandes ın rechlerkig beerenzlen Scheiben: 
S Iımoschenko. Ueber die Biegung vol 


— 


Staben, die eine kleine aufänsliche Krümmung 
haben: L. Fopp! Bestimmung der Knick 
last eines Slabes aus Schwingungsversuchen 
l.. Drevflus, Eigens-hwingungen von Svsie 
men mil periodisch veränderlicher Elastizität 
( Weber |) \Verdrehungswinkel von 
\Walzeisenlrägern Il. Thoma Neuzeillich: 
IIvdrodvnamık und praktische Technik \\ 
STR ER:N (el Stab Lil symmetrisch | 
sehauler Raumfachwerk: \{.Schuleı DIT 
reiselmessung zur Bestimmung der Ertdachse 
RN. Dull Das Verhalten des Schlıick schen 
N [skreisels bei SYODEN \usschlagen des 
kreiselrahhmens | Schmid! l’eber die Aı 
wendung der Differenzenrechnung auf tech 


die 


Sortiment-Abteilungz des VDI-Verlages, 
Beuthstraße 7, zu beziehen.) 
nische Anheiz- und Abkühlungsprobleme; F 


Schwerd. Das Diagramm zu dem Almen 
des Maschinengewehrlaufes und der Palronen 
hülse bei Schub W. Bäseler Gleichge 


Seilbahnen: J 
und ıhre 


wichisprofile für 


Wirtschaft. 


Schenk. 


Technik Schule 


\Mıses 138 


4 ’ 
TH. V. KARMAN, Professor am Aerodyn. 


Institut der Techn. Hochschule Aachen, und 
T. LEVI-CIVITA, Professor an der Univer- 
sıtät Rom. Vorträge aus dem Gebicte 
der Hydro- und Aerodynamik (Inns- 
bruck 1922 Mit 98 Abbildungen im Text 
Verlag von Julius Springer, Berlin 1924. 2518 
Preis 13GM. geb. 1IGM 

Stark verspälet erscheinen jetzt die Vor 
träge, die von einer kleinen Gruppe deulscher 
und ausländischer Gelehrler ım Herbst 1922 


n Innsbruck sehalten wurden. Eın großer Teil 


der in den Bänden zusammengelaßlen Unter- 
suchungen ist den Lesern dieser Zeitschrift 
aus früheren Veröffentlichungen der Verfasser 
bekannt, so die von Prandtl, Trefftz 
und Käarmäan Darüber hinaus enthält der 
Band vor allem eine einleitlende Uebersicht 
über den Anteil Italiens an den Fortschritten 
der klassischen Hydrodynamik ın den letzten 
15 Jahren von | Giısottı, dann eine werl 
volle Mitteilung von Levi-CGıiviıta über die 


Transporlgeschwindigkeit in einer stalionären 
\Wellenbewegung: Oseen-Upsala relerierl 


\rbeiten zur 
Bewegungseleichungen 
Ilwas problematisch 
kurzen Mitteilungen 
lurbulenz Im 
der 


über seine eigenen 


Theorie 


analvylischen 
der zaher 
lüussigketl 
die 

über 


erscheinen 
Heiısenberg 
wird jeder, der 
I.ntwicklung der Hydro- 
\nteil nimmt. dem Buche 
um zu widmen 


von 
sanzen 
modernen 
\erodynamık 
Stud haben 


CINOt 16 ndes 


\Mises. 458 


G. SACHS, Grundbegriffe der mecha- 


ıischen Technologie der Metalle 


X. 319. \lıt 232 Abb. Akademische \Verlags- 
gesellschaft, Leipzig 1925 

Die mechanische Technolosie beruht auf 
der plastischen Delormaltion und. grenzt da- 
mit an eine Reihe von Wissenszweigen, die 
den eleichen Vorsans zum Gegenstand haben. 
Sie ist verflochten mit der Elastizitätstheorie 
und Fesliskeitslehre. umfaßt wesentliche Teile 
der Metallographie und «der Materialprüfung 


ihre Ersebnisse finden Anwendung in der Geo- 


logie, aus der sie selbst Anregungen schöpft 
Es ist eine große Aufgabe über ein solches 
Gebiet einen UVeberblick zu schaffen, doppelt 
schwer durch die oft ungeschulte Art der tech- 
ischen Literatur, aus der man zu schöpfen 


kraftvoller 
Kine 


Das Buch ıst ein erster 
\ufgabe 


hat 


An- 


salz zur Lösungs dieser 


Stütze, 
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die jeder freudig ergreifen wird, der sich über 
den Gegensland orientieren will 
Besondere Bedeutung hat das Werk für den 
modernen Physiker, der bisher das Gefühl hal 
daß die plastische Verformung zur theoreli- 
schen Untersuchung noch nicht sauber genug 
herausgearbeitet ist. Hier sind die ‚Änsälze 
sezeigt, die man für die strukturelle Grund 
lage dieses Vorganges in neuerer Zeil gesam- 
melt hat. Sie vermitteln das Interesse zu den 
merkwürdigen Erfahrungen der Technologie. 
ls ist ein besonderes Verdienst des Verfassers, 
daß er auch im rein theoretischen Teil alles 
Irelfend richtig dargestellt hat 
Das Buch ist in drei Teile geglieder! 
I. Spannung und Verlormung, 
>. Kristalle und Verfestigung. 
3. Aufbau und mechanische Eigenschaften. 
Der erste Teil handelt von den Beziehungen 
zwischen den Kräften und den durch sie her 
vorgerufenen Verlformungen. Nach einer kur- 
zen Erörterung der mechanischen Eigenschaf- 
ten von Flüssiekeilen und der Elastizitätskon- 
stanten werden die Verfahren zur Feststellung 
der Elaslizitätsgrenze und Streckgrenze und die 


verschiedenen Prülverfahren Zuoversuche., 
Durckversuche. Torsionsviersuche und  Ker 
schlagprobe besprochen. Weitere Abschnitte 


enthalten Betrachtungen über die Spannungs- 
verhältnissee beim Eintreten plastischer Form- 
ınderunsen und des Bruches, über den Zu- 
sammenhang zwischen dem Verlormunhgszustand 
und der Verfesligung,. über Kohäsion und Reıb 
verfestisoung, sowie über die Wirkung von Ker 
ben 

Der zweite Teil beschreibt im ersten Ab- 
schnilt das Verhalten von Kristallen bei mecha- 
nischer Peanspruchung und die durch Verfor- 
mung in Agsregalen hervorgerufenen Defor- 
malionsstrukluren. Der zweite Abschnitt führt! 
in die Gesetzmäßigkeilen der Ilysteresis- und 
Nachwirkungserscheinungen und der Ermüdung 
ein. Im dritten Abschnitt werden die Verände- 
rungen der Eigenschaften durch  Taltverfor- 
mung, die Rekristallisation, der Einfluß der 
Versuchstemperalur und  Versuchsgeschwindig- 
keit, die Warmverformung und schließlich die 
verschiedenen Verfesligungstheorien ausführlich 
besprochen 

l,eider sind die neuen Arbeiten von 
Prandtl, Heneky und Näadaı noch nicht 
berücksichtigt. was im Vorworte auch erwähnt 
wird: 

Der driite Teil handelt von den Eigenschaf- 
len reiner Metalle und den Beziehungen zwi- 
schen dem Zuslandsdiagramm und den mecha- 
nischen Eisenschaften. Die Eigenschalten von 
helerogenen Gemengen und von Legierungen, 
die Veränderungen im festen Zustande erleiden. 
werden auf ihre Geselzmäßigkeit hin untersucht 

Wenn es dem Verfasser gelingt, die schnell- 
wachsende Literatur in späteren Aullagen auch 
wei’er zu beherrschen. und die begonnene Är- 
heit der Vereinheitlichung noch weiıler zu fuh- 
ren, so kann sein Werk zum Mittelpunkt der 
Plastlizitätsforschung werden. 

MM Polanvı »1s 
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Dr. ULFILAS MEYER und Prof Dr. ADAL- 
BERT DECKERT, Posträte im Telegraphen 
technischen Reichsamt Berlin Tafeln der 
IIivperbelfunktionen Formeln. Verlag 


Josef Kösel & Friedrich Pustet. Kommandil 


sesellschaft Verlagsableilung Kempten 1SS. 

Diese neuen Tafeln der IIyperbelfunkltionen 
bringen in sehr übersichtlicher Anordnung die 
natürlichen Werte, wie auch die Losarıtlhmen 
der Kreis- und Hyperbelfunkltionen, sin, cos 
Is, Sin, Cos, Tg Die Logarithmen sind mil 
[fünf Dezimalstiellen. die natürlichen Werte mil 
rund fünf Ziffern angegeben, was ungefähr der 
sleichen Genauigkeit entspricht Umfang und 
Anordnung der Tafeln ıst nach Angabe der 
Verfasser in erster Linie durch die Bedürfnisse 
der Telegraphentechnik bestimmt; dem en! 
spricht auch der ausführliche Anhang telegra 
phenlechnischer Formeln. Auch die gebräuch 
lichen Formeln für das Rechnen mit Hyperbel 
funklionen sind anhangsweise zusammengestellt 
line fünfstellige Tafel der Reziproken 10%/,, er 
selzt die Angabe der Funktion etg und Jeistei 
auch sonst gute Dienste 
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H. SCHWERDT, Studienrat am Falk-Real- 
symnasium in Berlin. Lehrbuch der No 
mographie auf abbildungsgeomelri 
scher Grundlage. Mit 137 Textahbilduugen 
und 151 angewandten Aufgaben mit Lösungen. 
Verlag von Julius Springer, Berlin 1924. VII 

265. Geb. 12.90 M . 

Das vorliegende Werkchen von Schwerdi 
unterscheidet sich von anderen Büchern über 


den Gegensland solcher sind gerade im ver 
oangenen Jahre recht viele erschienen durch 


weilgehende Vertiefung der theoretischen Grund 
lagen. Wie schon der Titel sagt, behandelt der 
Verfasser die Nomographie als einen Teil der 
(eomelrie, nicht als ein Nebeneinander von 
mehr oder minder unabhängigen Kunsterilfen 
\uf die seomeltrischen Wurzeln der Nomo- 
sraphie wird in ähnlicher Weise auch in Th 
Schmids Darstellender Geomelrie !) eingegan- 


gen \usgehend von der »allgemeinen Verzer- 
rung Anamorphose nach Lalanne dies 
st nichts anderes als die durch zwei reelle 
stetig dilferenzierbare Funktionen 2 (ey 

N n (xy) vermiltelte Abbildung der (xy ,- aul 
die (Zn)-Ebene —, werden systemätisch die für 
die Nomographie wichligen Verzerrungen unter 


sucht, so vor allem die projektive Abbildung 
da bei ihr gerade Linien als solche erhalten 
bleiben. sowie die Verzerrungen. die „gewisse 
Kurven zu geraden Linien »slrecken 
Abgesehen von der systematischen Durch 
führung des abbildungsgeometrischen Prinzips 
ist die stolfliehe Auswahl des Gebotenen ein? 
ähnliche wie in anderen nomographischen Wer 
ken eniIsprechenden Umfangs: Der allgemeinen 
Theorie der Funktionsleiter folet die Entwick 
lung der Nelztafeln, lunktionentafeln und 
schließlich ein Abschnitt über Rechentafeln 


I) Vergl. dieses Heft. S. 276. 
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| juchbesprechungen Math. und Mech. 
besondern Schlüsseln Im übrigen bietet Dr. E. HAMMER, Professor an der Tech- 
Schwerdl auch dem Kenner der Nomographi: nischen Hochschule Stuttgart. Lehr- und 
Net und Interessantes. so z.B. aul Handbuch der ebenen und sphäri- 

(ebiel der Genautgkeilsbelrachlungen Die chen Iriseonomelric Zum Gebrauch 
ımmılu ni ıchhall ol beim sSelbstunterricht und iu Schulen. beson- 

\ end ; IHlınwei U dl lers als Vorbereitung auf Geodäsie und sphä- 

\u EN ervoll Ir ische Astronomi Fünfte durchgesehene und 

| 1117 eltt das bu au tu erwei:erle Auflage J. B. Metzlersche Verlags 

Ind wei bereicheru dei IoJrAap buchhandlung. Slulltsart 1923. XIX 6798 
14 | I: 
I Poll Eh; RT 198 Seit 1885 besitzen wir dieses mustergültige 


W.BLASCHKE, Vorlesungen über Diffe 


ımelrte | >, ‚Aullag Grund 
ren deı nalh. Wıss Kınzeldarstellung 
Il | \erlao ) SD) | I" 5 riın 1024 
I)ı« NOCH \ullaoı Vo Blaschkes Dill 
‘ el ( lers edel Sit \ (| 
en rıplsä ı durch einen von Heı 
IN ‘ | ( el It IK \n I) ıD 
| ‘ | I\ ( \\ ( I { 
Ir 4 ES | \ ori f Ispr } Il 
\wıred ll) 11 eschlossen li 
| | Ill) We VO { IEMm 
"| ZW \elıchı 
Sort (dl (lalısch I.1l 
\ | { unk! (de SH { 
[4 | IN 
5 | | (14 ız 1097 


RUDOLF ROTHE, Dr. phil., © 


Professor 


der Te°hnischen Hochs-hule Beriin. El 
Iarmalhematık und Technık. Eı 
Sammlung eemenlarmalthematıs-her Aulgaben 
| Beziehungen zur lechnik \lıl ‚v Ab 
biılldunven \lathematisch-Phvs kaliısche Bıblıo 


Ihek II« IUSOUO ben von W ıÄhıelzmann und 


\. Wıtting Band ol Verlags voı 3. (6ı 
leubneiı l.eipzis und Berlin 1924 I \ 32 

Der Verfasser wı!l die Gedanken der mo 
dernen le’hnix ım malhemalischen Schul 
unlerricht zur Ge tung brinsen und verwentlel 
erzu vor allem die Restbeslände Reulaux 
schei nınemalik verlangerlkk nurbelschleil« 


nurven kons'anler Breit die Nurnbergeı 
Schere. das Ova!werk des Lıionardo USW 
üblichen CINCH 

\uleaben als ın Schreiblis>h aus 
lülteleien« ab und brıngt selbst z.B 

\ulflsabe 49 \uf einer 
so!l eine Stelle P so b>slimmt werden, daß 


lolvende l.andstraßı 


vo dort aus die Vordersort \bB eınes Schloß 
sebäudes am veüns losten. d.h. unter mög!Ichst 
sroßem  Gesichtswinkel erschein! kKın Teil 
ler Aufgaben beruht auf unrichtigen phvsikalı 
schen Vorausselzungen, so Aulgabe 40 ı der 
eine Ke!lenlinie beı beliebis tiefem Durchhang 


als Parabel beilrachlet wırd oJler Aulgabe 693 


uber die Durchbiegung einer kreibogentoı 
niven Mauer Die Zeiehnungs>n. die ın großer 
/ahıl den Aulgaben beigelusl sınd,. sınd Fur 
eine HEinfüuhrung ım die lechnik wenig 
elenel Die Skizze einer Damplmaschin 
\bb. 2b. kann man nur als eine Karrıkaluı 
INSprct IIell \ >c> 157 


Vergl. die Besprechung in dieser Zeitschrift, 
Bd. 3, 1925, S. 197. 


Ilandbuch der Trigonome!irie. \us einem be 
NeIdenel 


l.ehrbelhelt für den trigonomeltri 
schen Unterricht als Einführung in die Geo 


däsıı hat sıch im vorliegenden -stattlichen 
Bande ein die gesamte Praxis des trigonome 
rischen BRechnens erschöpfendes Werk ent 
wiekell. Ni:’ht nur der umfangreiche Formel 


ıpparal des Gebietes wird vo!lstländig aufge- 
baut, sondern auch der ganze zugehörige Aul- 
sabenkomplex in sysltlemalischer Anordnung, 
mit liebevoller Sorgfalt auch in allen Einze! 
heiien der numerischen Rechnung von der tri 
sonomelrmschen Formel bis zu den Zahlwerten 
der gesuchten Stücke Hierdurch 
erweist sich das Buch als ein echtes Er 
\latlhematik \ul 
der melihodischen Durchführung di.ser Rech 


diskutiert 
zeugnis der angewandlen 

sen ruht demnach das Schwergewicht der 
Darstellung: das Rechenschema, die Rechen 
PIODE die sraphischen. tabellarischen und in 
strumentellen Hilfsmittel «les praktischen Rech- 
ners, alles findet eingehende Beachtung, An 
wendung und kritische Würdigung Von den 
Instrumenten wird nur der Jlogarithmische 
hechenschtieber  berücksichligt. die Rechen- 
maschine deshalb ausseschlo ;ssen. weil sie sich 
bisher in der trigonometrischen Praxis noch 
wenig «eingebürgert hat, ihre 


uber di 


Uceberlesenheit 
logarılhmisch-trisonometrische Rech 
nungsart schon deshalb fraglich ı5t, weil sie 
ia doch der Tabellen für die natürlichen Zah 
lenwert der trisonometrischen Funktionen 
nicht entraten kann, und endlich der hohen 
kosten wegen der Mehrzahl der trieonometri 
schen Re:'hner gar nicht zur Verlüsuns steht 
Sehr zu besrüßen ist es. daß in der neuen 
\uflage einige nomographische Verfahren einen, 
wenn auch bescheidenen Platz gefunden haben 


Pam) 


Wiederholt betont der Verfasser mit Lebhaftie- 
keit die Wiıchliskeit der Erziehung zum sach 
semäßen numerischen Rechnen Nicht nur 
die »lebendige Wissenschaft«,. an die nach An- 


sieht mancher Universilätslehrer die Schul 
Irigonomelrie sich anschließen soll, auch die 
Irigonomeltrische Praxis ist etwas Lebendiges! 
Daß bei der, Schultrisonometrie und bei der 
rigonometrie des Selbstunterrichts der Haupt 
nachdruck auf einfache, rationelle 
Durchführung der Zahlenreshnung zu lesen 
ist, ist soanz zweiılellos:;: die 


sichere. 


Zahlenrechnung 
s elwas Nebensächliches oder gar Inferiores 
hinstellen, kann nur jemand, der selbst nie 
rechnen gelernt hat oder der nie das Zahlen- 
roebnis einer Imgonometrischen Rechnuns für 
weitere Zwecke gebraucht hal ür viele Teile 
der Trigonomelrie geht sogar der Weg zum 
richligen Verständnis nur durch die Zahlen- 


rechnung {wie er in den wichligsten Teilen 
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der darstellenden Geometrie nur durch die 
Zeichnung geht) Man kann in der Trigono 
melrie mit der Zahlenrechnung nicht früh 
senug beginnen und sie nicht weit genug aus- 
dehnen Der Vorwurf, ich wolle Schüler und 
Studierende zu »Zahlensimpeln« machen, kann 
mich nicht beirren; ich kann meine bald 30- 
jährige Unterrichts- und Prüfungspraxis da- 
segenselzen Und dann folgt noch eine kleine, 
aber ergötzliche Stalislik von Ergebnissen der 
würltembergischen Lehramtsprüfung in trigo- 
nomelrischen und malhematisch-geographischen 
Aulgaben Neben die mathematische Logik 
stellt er die malhemalische Technik 
als gleichberechligten Faktor in der Ausbil- 
dung, das oft verachtete Handwerkern ist 
ihm eine no!wendige Vorbereitung für die Be- 
herrschung der letzteren. 

Seiner Bestimmung zum Selbstunterricht, na- 
mentlich für den Lehrer der Trigonometrie, 
wird das Buch gerecht durch die gründliche 
ITerleilung aller goniomelrischen Funktionen, 
ihrer Eigenschaften und Formeln aus den geo 
metrischen Elementen, der Berechnung ihrer 
Zahlwerte, der Grundformeln der ebenen und 
sphärischen Trigonomelrie, wobei stets aul 
ihre Allgemeingülligkeit für alle Winkel, we- 
niesiens des Halb- und Volkreises und auf die 
Gedächtnishillen für die Einprägung geachtet 
wird. durch zahlreiche. aus der Untlerrichls-, 
Prüfungs- und Messungspraxis stammende 
Uebungsbeispiele, die Lleils vollsländig durch- 
soerechnet werden, teils tabellarisch mit den 
Ergebnissen zusammengestellt sind, und durch 
die häufig eingeslreuten literarıschen Hinweise 
auf Lehrbücher und Quellen. Ich erwähne 
ferner den vortrefflichen geschichtlichen Ueber- 
blick über die Entwicklung der Trigonomelrie 
und die Wiederbelebung der griechischen durch 
Ptlolemäus überlieferten Chord- ‘oder Seh- 
nen-) rechnung zu propädeulischem Zwecke 
Weilergehende Anmerkungen literarischer, ge- 
schichllicher und polemischer Natur sind noch 
einmal am Schluß zusammengestellt Sie bil- 
den «eine äußerst wertvolle Ergänzung des 
malhemalischen Inhalts, sind in lebendigem 
bisweilen zum Humor gesteigerten und doch 
nirgends verlelzendem Tone gehallen. Auch 
hier beiont Hammer wieder eifrig die Wich 
liekeit, die Schüler aller unserer Mittelschulen 
in praktischer Malthemalik zu unterweisen, ihn 
nicht bloß mit einem »KEinblick in den Zu- 
sammenhang der Elemenlarmalhemalik« zu be 
Irtedigen. 

In diesem durchaus der messenden und 
rechnenden Praxis zugewandten Geiste ist das 
sanze Buch geschrieben. Dies tritt besonders 
deutlich in der Verbindung des Irigonomelri- 
schen Lehrgebäudes mit den vornehmlich und 
von altersher auf seinen Gebrauch angewiese- 
nen angewandten Wissenschalten der Vermes- 


sungskunde Geodäsie), der mathematischen 
Geographie und der Astronomie hervor. Die 


erste erscheint im dritten Kapitel des zweiten. 
von der ebenen Polygonometrie handelnden 
Abschni!tes als Aufgaben aus der elementaren 
Vermessungskunde, im vierten Kapitel SS 40, 41 


als Hauptaufgaben der Kleintriangulalion und 
seodälischen Punktbestimmung, das fünfte Ka- 
pitel behandelt die ebenen Polygonzüge. Das 
zweile Anwendungsgebiet tritt zusammen mil 
einigen Anwendungen auf die Slereomelrie im 
dritten Kapitel des die sphärische Trigonome 
(rie umfassenden dritten Abschnitts, das dritte 
als Grundzüge der sphärischen Astronomie im 
vierten Kapitel auf. Die wichligsten Aufgaben 
über Orts- und Zeitbestimmung sind gelöst und 
an Beispielen so erläutert, daß der ganze 
Rechnungsgang von der Messung an den be 
beobachteten Sternen bis zur Ermittlung der 
gesuch‘en Größen (elwa geographische Breite, 
Länge, Ortszeit) klar vor uns liegt, ohne daß 
auf die geodälischen oder astronomischen In- 
strumente selbst und damit auf den Ausgleich 
der Beobachlungsfehler eingegangen wird. Wohl 
aber linden wir das Werk reich durchsetzt 
mit den für solch praktischen Anwendungen 
der Triggnomelrie charaklerislischen Nähe- 
rungsverfahren, sei es, um elwa an Drei 
Vielecken und anderen Figuren mit kleinen 
Winkeln, an flachen Kreisbögen u. dergl. einen 
raschen oder sıcheren Wes zum numerischen 
ndwert zu finden, oler die Berechnung ver- 
hältnıismäßig kleiner Kugeldreiecke, wie sie 
in der Geodäsie meist vorkommen, mit Hilfe 
des Lesendreschen Lehgsalzes durch Zu- 
rückführung auf ebene Dreiecke zu erleichtern 
Damil ist ein Kreis von Aufgaben berücksich- 
tigt, der nach F. Klein wesentlich der Ap 
proximalions-Matliemalik angehort 

So ist es dem Verfasser gelungen. die Vor 
züge eines Lehr- und Handbuches in einem 
einzigen Werke zu verschmelzen, indem er sich 
auf das praxlische und elementare Gebiet der 
Irisonomelirie beschränkt hat. Vielleicht hat 
ihn dieser meliır auf das Können und die 
technische Trertiskeit gerichtete Blick auch ein 
mal vom rechten Woese abirren lassen: di 
verunglückte Definition des Funktionsbegrilles 
S.28), die Einführung der imaginären Einheit 
vermiitels des Höhensatze,;s im rechtwinkligen 
Dreieck mil den Hypolenusenabschnitten l 
und 1 (S. 178) scheinen mir doch «eine ge 
wagte malhemalische Logik des verdienten tri 
sonomelrischen Bechenmeisters Hammer zu 
sein. Sehr vermißl man ein Sachregister. Der 
Druck der Formeln und Rechnungen ist, dureh 
Verwendung von  felten  Lettern. zut les 
bar und übersichtlich. Die Figuren sind ein 
wandfrei, wenn sie auch zZ. B. den sphärischen 
Dreiecken nicht die plastische Wirkung deı 
Zeichnungen in Hessenbergs Trigonomelrie- 

I 


bändchen der Sammlung Göschen verleihen 
Jena. Winkelmann. 479 


Dr. LUDWIG PETERS, Vektoranalysis. 
\Mit 24 Figuren. Mathemalisch-Physikalische Bi- 
blio'hek. Herausgegeben von W. Lietzmann 
und A. Witting jand 57. Verlag von B.G 
Teubner, Leipzig und Berlin 1924. 408. Preis 
kart. 0,80 M 

Das kleine Buch versucht, dem Leser die 
Grundbegriffe der Vekltorrecehnung mit ein- 
fachen, geometrischen und physikalischen Hilfs 
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mitteln und eın wenig Dilferentialrechnung 


ılso den malhemaltischen Kenntnissen. mil 
sut ausgebildete Abilurien!i 
einer preußischen Oberrealschule die 


\K DATA 


denen velwa der 
install 
beizubringen So behandelt der erste 
\bschnitt .lemente die Grundbegrilfe der 
\ektoralgebra an der Hand mechanischer oder 
\dldıtlion. die drei 


rechtwinklige 


physikalischer Beispiele: die 
\lultiplikationen komponenten- 
zerlegung, mebst einigen kleinen geometrischen 
und mechanischen Anwendungen Der 6. Ab 
schnitt Vektorlinien und Niveauflächen ge 
hörte s“wıigentlich besser ın den zweiten, diı 
Dillerenlialoperalionen beschreibenden Teil hin 
ein, der enthält: dıe Differentiation nach einem 
Skalar, den Gradienten eines Skalars, Diver- 
oenz und Rotor eines Vektorfeldes Dazu tre- 
ten die drei wichligsten Differentialoperationen 
>. Ordnung dıvgrad,. rotsrad, divrot, das 
wirbel- und quellenfreie Feld, das allgemeine 
als Veberlagerung beider, und ein kurzer Aus- 
blick auf die Integralsätze. Die Vektorbezeich 
nung durch deulsche Buchstaben ist die in der 
P’hvsık gebräuchlich gewordene, dagegen Wer- 
den erfreulicherweise für Skalar- und Veklor- 
Zeichen, 


nicht dıe Klammern verwendel Bei dem o9e- 


produkt die Gibbsschen „ und 


Yıngen Umlang und den engen Vorausselizungen 
ın Rahmen der Sammlung konnten die Ab 
lungen und Erläuterungen nur sehr knapp 
ıwustallen, oft werden die Beweise bloß angce- 
deutel Ich weiß nicht, ob ein solches Ver 
fahren für den Leserkreis dieser Bibliolhek 
ımmer angebracht ıst. ob ihm z. B. mit der 
hemalischen Darstellung der Rolatıion ım 

1) \bschniılt recht oedien!t ıst Das /ıel ısl 
I I 

| 


\ 
IUIIU IA 


ıt zu weılt gesteckt worden 


\uf einige Irrtümer und Unklarheiten sei, 
uch ım \teresse «der Verbesserung künftiger 
\ullasen hier kurz hingewiesen Als Beı 
piel fin einen Vektor wird neben der 
seradlinigen) Verschiebung der »Weg« ange- 


Iührt. olıne daß dieser mehr oder minder un- 
bestimmte Begri!f der außerwissenschaftlichen 


Verkehrssprache eine präzise Umgrenzung er 
lahr! Die augenblickliche Winkelgeschwindis 


keil eines »um eine Achse drehbaren« slarren 
Nörpers ıst kein gebundener, sondern ein freier 
Vektor sehört der geometrische 


Unterschied zwischen freien 


Ueberhaupt 
sebundenen und 
lınienflüchtigen Vektoren gar nicht in die Vek- 
torrechnung hinein In den Beispielen zuı 
Vekloradditlion ‘Nr.>5) werden nur Kräfle mil 
semeinsamem  Angrillspunkt zusammengesetzt 
l’eber 
räfte der Statik und der mil 
ihrer Hilfe behandellen Gebiete das vornehm- 


Irolzdem heißt es vorher ganz unklar 
haup! bilden di 


st Beispiel eines Vektors, und zwar eines 
Iınienfluchligen \ektors Kiıner Gleichung 


zwischen zwei Vekloren eulsprechen nicht zwei, 


sondern drei arıthmetische besser skalare 
(Gleichungen. indem außer der Größe zur Gleich- 
une ıhrer Rıchlungen die zwei Bestim- 


ssstucke derselben übereinstimmen müssen 


|) wesentliche Eindeutigkeit der Zerlegung 
eines Veklors nach drei gegebenen Richtungen, 
sbesonder: \i re hiwink'isen Koordinaten 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


achsen, tritt gegenüber der betonten Vieldeu- 
ligkeit der Zerlegung bei der Komponenlen- 
darstellung gar nicht hervor ls ist un- 
zweckmäßig, das Skalarprodukl mit dem in- 
neren, das Vektorprodukt mit dem äußeren 
Produkt zu identifizieren, und damit die dem 
Graßmannschen System 


= 


angehörigen, mil 
den selbständigen Plansrößen und ıhrer Ergeän 
zung eng verbundenen Begriffe in dasGibbs- 
sche, von den Physikern angenommene Sy- 
stem, dem beides fremd ist, zu verpflanzen 
S.19 verwandelt sich der starre Körper un- 





ds , A 
versehens in einen festen. In d= ist d3 
dt 
nicht definiert und gleich darauf in der Form 
ds 
= Ao, durch einen Druckfehler entstellt, 
at 
sanz unversländlich geworden, weil die geo 
aa 
meltrische Deutung von im 11. Abschnitt 
dt 
fehl! \uf S. 32 erfahren die Rolorkompo- 


nenten «eine Deulung als Arbeitsbeträge, die 
bei der Umkreisung von endlichen Flächen- 
stücken mit dem Inhalt 1 (Zirkulationen) von 
dem gegebenen Feldveklor geleistet werden 
nachdem eben durch Grenzübergang gezeig! 
worden ıst, daß jene Arbeiten sich auf ver- 
schwindend kleine Flächenlemenle der ‘recht- 
winkligen) Raumeinteilung des ursprünglichen 
Vektorfeldes beziehen. Sinnstörend ıst auch 
die Verwendung des Buchslabens ep in Ab- 
schnitt 19 als Skalar und Veklor 

Jena Winkelmann IS0 


Dr. EMIL MÜLLER. o. ö. Professor an der 
Technischen Hochschule in Wien. 
sen über darstellende Geomelrie 
Il. Band: Die Jinearen Abbildungen. Bearbeitet 
von Dr. ERWIN KRUPPA, a. o. Professor an 
der Technischen Hochschule ın Wien. \it 
104 Textfiguren. Franz Deulicke, Leipzig und 
Wien 1923. AVI - 292S 

Das Buch, aus dessen Inhall E. Kruppa 
in einem »Zusammenfassenden Bericht« ın die- 
ser Zeilschrift das Wesentlichste mitgeleilt 
hat, zeichnet sich durch zweierlei aus. Erstens 
durch die Schönheit und Klarheit der Darstel- 
lung, zweitens aber dadurch. daß hier wohl 
zum ersten Mal den Elemenlarmelholen der 
darstellenden Geometrie der allgemeine Ab- 
bildungsbegrilf der Geomelrie zugrunde gelegt 


Vorlesun- 


und damit ein einheitlicher Aufbau erzielt 
wird Der erste Teil behandelt den wichtie- 


sten Fall der linearen ausgearteten Abbildung 
des Raumes: die Zentralprojeklion. Dabei wird 

und auch das scheint mir ein Vorzug des 
Buches zu sein besenderer Wert auf voll- 
kommene Lösung aller melrischen Aufgaben 
selegt, indem die Maßbegriffe als projeklive 
Beziehungen zu gewissen absoluten Elementen 
sedeulet werden Die Abbildung der Strahlen- 
mannigfalliskeiten wird nach einer über- 


') E. Kruppa, Ueber neuere Fortschritte der 
darstellenden Geometrie. Diese Ztschr. 4 (1924), 
Ss. 411M. 
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sichllichen Zusammenfassung der liniengeome 
trıschen Grundbegriffe mit sroßer Sorgfalt 
durchgefuhr! 

Der zweite Teil ıst der allgemeinen Theori 
sewidmel Die Verfasser wollen zeigen, daß 
sich in den üblichen Abbildungsverfahren drei 
Prinzipien erkennen lassen: »Das Zweispuren 
/;weibilder- und achsonomeltrische Prinzip 
Vergl. den zitierten Aufsatz von Kruppa 
Ueber eine solche Einteilung der bekannten 
Methoden kann man freilich anderer Meinung 
sein Zum mindesten erscheint die Auffassung, 
den Strahl zum Ausgangselement des »Zweil- 
spurenprinzips« zu maehen, nicht erforderlich 
und ließe sich durch «eine zum »Zweibilder- 
prinzip« duale Auffassung ersetzen. Die me- 
Irischen Probleme, insbesondere die Verallge- 
meinerung des Pohlkeschen Satzes, sind wie- 
der muslergültig dargestellt. 

Der drilte Teil endlich enthält neben den 
üblichen  Spezialisierungen die sehr allge- 
mein behandelte kinematische Abbildung von 
Blaschke und Grünwald, die (Gelegenheil 
zu knappen Ausblicken auf die nicht-euklidi- 
sche Geometrie bietet Kin kurzes Schluß- 
kapitel deutet Zusammenhänge mit der Strahl- 
Kuseltranslormalion von Lie an Ich glaube. 
daß die in der Einleitung des Buches ausge- 
sprochene Hoffnung berechtigt ist, daß es 
nämlich »zur wissenschaftlichen Belebuns der 
darstellenden Geometrie beitragen möge 
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Dr. EMIL MÜLLER, o.ö. Professor an der 
Techn. Hochschule in Wien. Lehrbuch der 
darstellenden Geometrie für tech- 
nische Hochschulen. Zweiter Band. Mit 
328 Textabbi!dungen. Dritte Auflage. Leipzig 
Berlin 1923, Verlag B. G. Teubner. X 3625 

Die vorliegende 3. Auflage ist gegenüber der 
2. Auflage des 2. Bandes nur durch wenige sli- 
listiısche Verbesserungen und Literatur-Ergän- 
zungen verändert. Auf die neuen theorelischen 
Untersuchungen, die In einem eigenen Werk 
behandelt wurden, ist nur in einigen Änmer- 
kungen Bezug genommen. Was dem Buche 
seinen großen Wert verleiht, ist die mathe- 
matische Gründlichkeit und Verläßlichkeit, wie 
sie aus der völligen Durchdringung des Stoffes 
herauswächst, die systematische Srenge der 
Darstellung, die aber auch praktischen Er- 
wägungen Raum gibt, und die große Zahl der 
wirklich durchgeführten Aufgaben. Der Stoff 
sliedert sich in 4 Abschnitte: Kotierte Pro- 
jeklion und deren Anwendungen, rechtwinklige 
\xonomelrie, schiefe Axonomelrie samt schie- 


Ier Projektion, Perspektive. Manche neue Ge- 
sichtspunkle sind dem vielfach behandelten 
Stoffe abgewonnen. Zahlreiche Anmerkungen 


bringen das his’orisch Wichtigste, sowie sehr 
viele Literalur-Angaben, wobei namentlich auch 
die österreichischen Arbeiten berücksichtigt 


sind. Die Bezeichnung ist oft recht kompli 
ziert, wird sich aber kaum wesentlich verein- 
lachen lassen. Die Figuren lassen nichts zu 


wünschen übrig 
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Aus dem reichen Inhalte sei nur einiges 
hervorgehoben Die kotlierte Projektion wird 
angewandt auf die Behandlung der Gelände 
lläche und auf Dachausmittlung Salz 2 aul 
S.62 gibt hier in sehr klarer Weise die malhe 
maliısche Lösung Bei der rechtwinkligen 
Axonomelrie wird wohl mit Recht darauf hın 
gewiesen, daß es praklisch gar keinen Vorteil 
bietet, für die Verkürzungsverhältnisse ganz 
zahlise Verhältniszahlen zu wählen: das eine 
möchle der Berichterstatter allerdings hinzu 
lügen die Verhältniszahlen 9:5:10 liefern 
sehr schöne Bilder Die Grundaufgaben, 
lerner die Schaltenkonstruktionen, die Dar- 
stellung der Regel- und Rotationsflächen wer 
den sowohl in rechtwinkliger als in schiefer 
Axonomelrie durchgeführt. Die letztere er 
[freut sich der besonderen Vorliebe des Ver 
fassers. Mathematlisch sind die betreffenden 
Betrachlungen durchaus interessant. In der 
Praxis aber wird sich die allgemeine schiefe 
Axonomelrie wohl kaum einbürgern Denn die 
sogen. schiefe Projektion liefert ebenso schöne 
Bi der und ist in jeler Hinsicht einfacher und 
bequemer \uch die Perspektive ist in der 
Weise behandelt, daß sobald als möglich 
durch Einführung der Grundebene und Be 
stimmung der Elemente durch Zentralriß und 
Zentralbild des Grundrisses lie Selbständig- 
keit der Darstellung erreicht wird und nun 
wieder die obigen Aufgaben auch in dieser 


Projektion erledigt werden Kin paar ganz 
kurze Bemerkungen sind auch def: Phologram 
melrie „ewidmel Auf S. 243, Zeile 13 v. u 


lehlt die linke Seile der Gleichung zum Teil 
Was ferner die zweile Fußnote auf der glei- 
chen Seite betrifft, so können die Sonnen 
strahlen schlechthin nicht als parallel gelten, 
sondern nur die Sonnenstrahlen, die von 
einem Punkle der Sonne ausgehen Daß die 
Sonne nicht als ein leuchtender Punkt ange 
sehen werden kann, zeigt ja schon die ober 
flächlichste Betrachtung der Schatten Was 
die Bestimmung der Distanz 8.272) betrifft, 
so wählen die Praktiker oft gar keinen Um 
drehungskegel, in den das Objekt hineinge 
stellt wird. sondern sie wählen in der Ver 
likalebene nach auf- und abwärls verschiedene 
Winkel unf in der Horizontalebene wieder 
einen davon verschiedenen Winkel. Die Figuı 
235 auf 8.227 zeigt versehentlich den Innen 
schallen der Kugel von der Eigenschalten- 
sorenze ab dunkler schattiert Kndlich muß 
noch die merkwürdige Vorliebe des Verfassers 
für kurze. kra!t'o e Wortbi'dungen erwähnt 
werden. leh nenne als solche Strahlgeometrie, 
Strahlgebilde, Drehfläche, Drehsehne, Steig 
winkel, Schiebflächen s!alt Sfrahlengeomelrie. 
Drehungsfläche, Stleigungswinkel, Schiebungs- 
fläche. Vielleicht liegt eine unrichtige Ana- 
logie vor mit Drehscheibe oder Drehbank 
Auf 8.157 wird auch die Schraubenlinie 
in Schraublinie umgeslaltel Diese unschönen 
Bildungen sollten sich nicht einbürgern 
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THEODOR SCHMID, o. ö. Professor an der 
lechnischen Hochschule in Wien Darstel 
lende Geometrie I. Band \lıt 170 Figu 
ren. Drilte Auflage. Sammlung Schubert LX\ 
\erlag von Waller de Gruyter & (Co Berlin 
und leipzig 1922. 2838. Preis 6M Il. Band 
\lıt 163 Figuren Zweite Auflage, Sammlung 
Schubert LAVI. Verlag von Walter de Gruyter 
& Co Berlin und Leipzig 1925 3108 Prieig 
750M 

Schon die sobald nölig gewordenen neuen 
\uflagen beweisen die Brauchbarkeit dieses 
vortrefllichen \Werkes Seinen 
sieht der Berichterstatter darın, daß der Ver 


Hauptvorzug 


lasser einerseits die darstellende Geometrie als 
praklische Disziplin behandelt und technische 
\nwendungen gibt, daß er aber andererseits 
auch die malhemalische Seite dieses Wiıssens- 
zweloes zur vollen Gellung brinst und die Be 
ziehungen zur neueren und zur analvlischen 
(vomelrie ın eingehender Weise herstellt So 
werden beispielsweise für die Abwicklungen der 
auf Zylindern und Kegeln gelegenen Kurven 
die Gleichunsen gseseben und ebenso für die 
Drehungs- und Schraubenllaäachen. so daß die 


ne 


chandlung «eine geomelrisch-analvtische ist 
Di Darsiellunge und die Zahlreichen Figuren 

\usoı /UC KK h} 
| 


nel oeschichtuche und  IHiterarisch:« 


assen nichts zu wünschen übrig 


Bemer 
kungen. die bis auf die jüngste Zeit reichen 
und von eroßer Belesenheit zeugen. sind ein 
zelnen Abschniltfen beiveseben Der reiche In 
halt verteilt sich auf die 2 Bände in folsender 
Weist Im ersten Bande wird das Grund- und 
\ufrıßverfahren und die orlhöossnale Axome 
Irie, sowie die Schalten-Konstruktion behan 
delt und auf Kusel, Kegel, Zylinder und deren 
Durchdringungen angewandt. Der zweite Band 
ist der schielen Projektion und Zentralpro Jek- 
lion gewidmet, sowie der Untersuchung der 
Umdrehungstflaschen Schraubenflaschen und 
Reseltflaschen. der Geländedarstellung und der 
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JEAN PERRIN, Die Atome. Deutsch her- 
ausgegeben von Dr \. Loltlermoser ur 
2138. Dritte erweiterte Aullase. Dresden und 
l.eipzig 1925 Verlas von I|heodor Steinkopff. 

Wer heute an die 
Perrinschen Werkes heranseht, der sieht 


ch zunächst, was die Ausgangspunkte und 


l,ektüre des bekannten 


S] 
einzelnen : Probleme 
Atomphysik 
um ein volles :Jahrzehnt zurückverselzt. einen 


die Berücksichtisung der 
angeht, in der Geschichte der 


[für die Begriffe des modernen Physikers recht 
beträchtlichen Zeitraum In mehr als zwei 
Drilteln des Buches ıst fast nur von den 
(‚rundgeselzen der Chemie, kinelischer Theori: 
der Materie, Brownscher Bewegung. Theorie 
der Schwankungeserscheinungen die Rede. Din- 
sen, die wir heute schon mit dem Prädikat 
klassisch« zu belegen gewohnt sınd Und in 
diese Rubrik gehören ja auch die hier ein- 
sehend erörlterten eigenen Untersuchungen «des 
Verfassers über Brownsche Bewegung Kst 
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das sechste Kapitel bringt ganz kurz die Grund- 
lasen der Theorie der Wärmestrahlung und 
daran anschließende Folgerungen der Quanlen 
Iheorie Kragen der Jonisalion der Gase und 
lie Messungen des elektrischen Elementarquan- 
tums werden behandelt, einiges über Korpus- 
kularstrahlen, Magsnetonen und die alte Rıtz- 
sche Theorie der Spektrallinien berichtet. Der 
\bschnilt über Auf- und Abbau der Atome 
enthält im Wesentlichen eine Besprechung der 
lÜisenschallen radıioakliver Elemente. insbeson- 
dere des radioakliven Zerfalls. und der Me- 
Ihoden der Zählung der «-Teilchen Erst ım 
\nhang wird auf 7!/, Seiten die Bohrsche 
lheorie erklärt und ein Verzeichnis der be 
kannlen Elemente, einschließlich der Isotopen 
eigenschallen, geseben Man wird. obgleich in 
die Darstellung überall neue Ergebnisse ein 
searbeilel sind. in einem Buche. das den Titel 
trägt »Die Atomex«, selbst die bloße Erwähnung 
von Problemkreisen z.B. Elektronensloßlra 
en, Einzelheiten der Spektraltheorie usw 
vermissen, die heule in der Theorie der Ma 
lerie mil den breitesten Raum «einnehmen 
lreilich wird man in manchen inzwischen er 
schienenen Büchern gerade diese Fragen sehr 
ıusführlich und genußreich erörtert finden 
Jedenfalls beweist das Erscheinen der dritl- 
Ien Aullase der von Loltermoser (nach 
der verbesserlen zweilen Auflage des Tfranzo- 
sischen Originals herausgesebenen Uebersel- 
zung. daß das Werk auch in Deutschland vieie 


y—— 


\nhänger eelunden hat l.askı 371 


ARTHUR HAAS, Dr, Phil. a. o. Professor 
der Universität Wien. Das Naturbild der 
neuen Physik. Zweile, wesentlich vermehrte 
\ullage \ıt 17 Figuren ım 
ext und aul zweı Tafeln. Walter de Gruyler 
& Co., Berlin und Leipzig 1921 IOO 8. 


und verbesserte 


In zweiler Auflage erscheint die kleine Reihe 
ıllsemein verständlicher Vorträge von Arthur 
Haas, dem die besondere Gabe knapper und 
klarer Darlesungs eignel \Wer immer. ohne 
Zeit zu eingehenden Sludien zu haben. sich 
zuverlässioe Kenntnis von dem verschaffen 
will, was den heuligen Physiker im wesent- 
beschäftist, wird in dem Büchlein 
von Haas das Gesuchte finden. Die acht 
Vorträge behandeln der Reihe nach die elek- 


lichen 


Iromaenelische Theorie des Lichtes. die Mo- 
lekularstalistik, die Elektronen- und Quanten- 
Iheorie, die Theorie der Grundstoffe, die Re- 
lativilätstheorie, die Physik der Sterne, und 
das Weltall. Mehrere Abbildungen, zahlreiche 
Anmerkungen und «eine chronologische Ueber- 
sicht ergänzen die Darstellung in vorteilhalter 
Weise. Mises. 514 


Dr. E. CZUBER, o. ö. Professor der Tech- 


nischen Hochschule in Wien. Mathemati- 


sche Bevölkerungstheorie. Auf Grund 
The mathematical theory 
Mit 71 Figuren im Text. Ver- 
la von B.&G. Teubner, Leipzig-Berlin 1923. 
Grundzahl geh. 16,60 M. 


von G.H. Knıbbs’ 
ov Population 


} 
u 


\l 3537 3. 
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Das Werk des australischen Staats-Statisli- 
kers G. H. Knibbs, von dem E. Gzuber in 
deulscher Sprache das Wesentliche wiedergibt, 
stellt eine ausführliche systemalische Samm 
lung stalistischer Angaben dar, die den Aul 
nahmen der australischen statistischen Behör 
den entnommen sind Der Verf. hat sich die 
\ufgabe gestellt, an Hand dieses umfassenden 
und einheitlichen Materials eine Einführung ın 
die Begriffsbildungen und Methoden der Be- 
völkerungsstatistik zu geben. Nach einer recht 
kurzen Einleitung, die einige Grundformeln 
entwickelt, werden unter gelegentlicher Ein- 
schallung weiterer prinzipieller Betrachtungen 

die einzelnen Gruppen  slalislischer Aul- 
nahmen unter Wiedergabe kleiner Tabellen und 
Kurvenlafeln erörtert. Es kommen hauptsäch 
lich zur Sprache: Fluktuation der Bevölkerun- 
sen, Verteilung der Bevölkerung nach Geschlecht! 
und Alter, Natalität. Ehestalistik, Fruchtbar 
keit und Ergiebigkeit, Sterblichkeit und Wan 
derungen. Man wird dem verdienten Bearbei 
ler der deutschen Ausgabe Dank dafür wissen, 
daß er den reichen Schatz von Erkenntnissen 
aus dem Gebiete der praktischen Statistik, 
der in dem Knibbsschen Werk niedergeleg! 
ist, leicht zugänglich gemacht hat Bei dem 
zunehmenden Interesse, das dıe Technik _ sta- 
lislischen Untersuchungen entgegenbringt, wird 
das deutsche Buch, das leicht lesbar ist, und 
keine besonderen malhemalischen Anlorderun 
sen an den Leser stellt, sicherlich viel Ver 
breilung und Anklang finden. Mises >12 


E. WEIGHARDT, Mathematische Geo- 
sraphie und Astronomie für die 
Öberprima der Healanslalten (und 


für Studierende zur Einführung) in 


seschichtlicher Entwicklung Verlags 
von R. Oldenbourg. München und Berlin 1924 
VII + 1278 Preis geb. 2.50 M 


Dem Lehrgang der Schrift liest eine ge 
schichtlliche Anordnung zugrunde; sie suchl 
innerhalb eines jeden der beiden Hauptteile, 
Altertum und Neuzeit, Erscheinungen und Er 
klärungen zu trennen Daß sich dies nich! 
durchführen läßt, zeigt der zweite Teil. übri 
sens nicht zum didaktischen Nachteil der Dar 
stellung Das Büchlein ist nicht schlechter 
und nicht orisineller als andere von erfahre 
nem Schulmännern in den letzten Dezennien 
ın Anlehnung an ministerielle Lehrpläne ge 
schriebene Leilfäden der mathematischen Geo 
graphie. Direkte massive Unrichtigkeiten kom 
men nicht vor; schiefe Darstellungen, sach 
lich und historisch, nicht selten. Die weni 
gen Absälze, die einiges zur Astrophysik und 
Kosmogonie bringen, dürftig und veraltet. Un 
ler den Figuren ist das Klischee Nr. 67 (8.114, 
Herschels Weltbild) nicht mehr zu veran!l 
worlen. Wirtz 185 


G., HESSENBERG, Gelenkmechanismen 
zur Kreisverwandtschaft. Mit einer Ta 
fel. Bei I. C. B. Mohr (Paul Siebeck) in Tü 
bingen in Kommission. 1924. 168 

Die vorliegende Schrift unterzieht sich der 
\ulgabe, die Gelenkmechanismen zusammen 
lassend zu behandeln \ls besonders wertvoll 
ıst die Darstellungsweise hervorzuheben, die 
an Klarheit und Einfachheit kaum übertroffen 
werden kann und dabei den Gesensland voll 
kommen erschöpft 


Dresden. Kat, Su 


NACHRICHTEN 


Heinrich Müller-Breslau T. Am 23. April 


ds. Js. ist das Mitglied unserer Schriftleitung, 


Herr Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. Heinrich 
Müller-Breslau im 74. T,ebensjahre geslor- 
Den Sein Ruf als Schöpfer des modernen 


Kisenbaues in Deutschland, als grundlegender 
Forscher auf dem Gebiete der graphischen Sta- 
ik und der Baukonstruktionslehre ist über die 
sanze Welt verbreitet. Zu seinem 70. Geburtstag 
IM) Mai 1921 ist an dieser Stelle eine kurze 
Würdigung seines Lebenswerkes und seimer 
Persönlichkeit venöffentlicht worden Der 
mmer rüslige und schaffensfreudige Mann hal 
noch bis in die allerletzte Zeit seines Lebens 
der wissenschaftlichen Tätigkeit nicht entsag! 
ls ist für uns eine wehmülige Teststellung. 
daß der erste Beitrag. den er unserer Zeil 
schrift widmen konnte, zugleich die letzte Ver 
öffentlichung aus seiner Hand war; die Arbeit 

Zur Berechnung der Knicklast des Rahmen 
stabes« ist im vorigen Bande 8. 487—4190 cr- 
schienen. 

Wir geben im folgenden eine kurze Ueber 
sicht über die wichtigsten Veröffentlichungen 
des Verstorbenen. die wir teils der Festschrift 
die ihm nach Vollendung seines 60. Lebens 


jahrs von Freunden und Schülern gewidmet 
worden ist. teils der freundlichen Mitteilung 
von Herrn Prof. Reissner verdanken. 


Veröffenllichungen vor 188 
Iheorie und Berechnung der eisernen Bogen 
brücken. Berlin 1880 
Theorie der durch einen Balken verstbeilten 
Netle Zeitschr. d. Arch.- und Ing.-Vereins 
IHlannover 1881, 1883.) 


Theorie des durch einen Balken verstärkten 


steilen Bogens /ivilingenieur 18853 
Influenzlinien für kontinuierliche Träger mit 
drei Stützpunkten Wochenblatt für Arch 


und Ing. 1885. 
Zur Theorie der  Versteifuns Jlabiler und 


flexibler Bosentlräger Zeitschr. I. Bauwesen 
1883 
l.lastizitätstheorie der Tonnengewölbe Leil- 


schr. f. Bauwesen 1883. 


In lHlannover 18853 bis 1888. 


Die neueren Methoden der Festligkeitslehre und 
der Statik der Baukonstruktionen, Leipzig 
1886. (9. Auflage erschien Leipzig 1924. 
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Beitrag zur Theorie des durch einen Balken 
Zeitschr. | 


versteilten Bogens 
1881 


Bauwesen 


Ueber konlınurerliche Bögen und Balken 


a 


Wochenblatt f. Arch. und Ins. 1884 


ltaslızıtatstheorie der nach der Stützlınie gi 


- 


Tonnensewölbe Zeıilsch f. Bau 


wesen 1881 


lormiten 


Vereinfachung der Theorie der stalısch unbe 
/eıtschr d \rch 
und Ing.-Vereins zu Hannover 1881 


stimmten Begenträgeı 
Beitrag zur Theorie des Faclhwerks “benda 
ISS) 


eitrag zur Theorie des ebenen lachwerks 
Schweiz. Bauzligs. 1887 


/ur Frag der Berücksichtigung der \n 
langsspannungen von Trägern \Wochenschr 
des Oesterr. Arch und Ing.-Veı 1ISS7 

Beitraege zur Theorie der ebenen vlastischen 


Irager benda 1888 

Zur Theorie der Biegungsspannungen in Fach 
werkträsern \lle. Bauzts. Wıen 1885 

Zur Theorie der Biegungsspannungen in Fach 
werkträgern Zeitschr. d. Arch und Ing- 

Vereins Ilannover 1886 


In Berlın 1888 bıs 1911 


Graphisch« Statık ler Baukonstruklionen 
I. bd. Leipzig 1887. », \uflage 1912 2. Bdl 
I. Abt Leipzig 1892 >. Aullage 1922 


2. Bd. 2. Abt. Le 
Beilra 


ıpzig 1908; 2. Aullage 1925 
s zur Theorie der ebenen «laslischen 
Zenltralbl. d. Bauverwalltung 1889 
Ueber einige Aufgaben der Statik, welche aul 
Gleichungen der CGlapeyronschen Art fuhren 
Zeitschr. f. Bauwesen 1891 
Beitrag zur Theorie des räumlichen Fachwerks 
Zentralbl. d. Bauverwallung 1891/92 
Berechnung stalisch  unbestimmiter 
.benda 1898 
Beiträge zur Theorie der Kuppel- und Turm 
däacher u. verwandter Konstruklionen. (Zeit 
enieure 1898, 1899 


[räoer 


\usleger 
hosı nbrück« N 


schr. d. Ver. deutsch, Ing 

Die Berechnung achlseiliger 
.benda 1899 

Der Kaıse stieg uber du Spree bei Oberschöne- 
weidı Z.eilschr. I Bauwesen 1900 


Leber räumlich: Zentralbl. d 


Furmpvramiden 


"achwerk« 
Bauverwallung 1902 
l’eber die Bildungessesetlze ebener Fachwerke 
und deren Anwendungs bei Bestimmung der 
Zeitschr. f. Architektur u. In- 
venleurwesen 1904 


Spannungen 


Beilräge zur Theorie der Wındverbände eiser 
ner Brücken .benda 1004. 1905. 

Stuttgart 1906 

l'eber exzentrisch sedrückte. gesliederte Stäbe 
Silzunesber. d. Pr. Ak. d. Wiss. 12. Febı 
I0U10 


Kırddruck auf. Slulzmauern 


leber exzentrisch sedruckle Släbe und über 
Inickfestiekeit Kısenbau 10911 


In Berlin 1911 bis 1924 


/ur Auflösung mehrgliedriger Hlastıziıtätsolei 
chung: dreı Abhandlunsen 


1017 


Kısenbau 1916 





Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


/ur Festiekeitsberechnung der Flugzeugholme 
l. B. der Flugzeugmeisterei 1918., 

Zur Berechnung von Tragflächenholmen; drei 
Abhandlungen Zeitschr. !. Flugtechn. und 
Motorluftsch. 1918/19/20 

Zur Frage der Knicksicherheit biegungsfesten 
Fachwerkstäbe. (Zentralbl. d. Bauverwallung 
1919 

Ueber Knickfestigkeil Ebenda 1919 

Zur Berechnung zweistieliger Rahmentragwerke 
über drei Oeflnugen Zentralbl. d. Bauver- 
waltung 1922 

/ur Berechnung gegliederter Druckstäbe Bau- 
ingenieur 1925 

Versuche mit auf Biegung und Knickung be 
anspruchten Flugzeugholmen 
d. Pr. Ak. d. Wiss. 1924. 

Zur Berechnung der Knicklast des Rahmen- 
stabes Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech 
1924 I) 


Sitzungsber., 


Walter Birnbaum t. Aus dem Kreise der 
üngesten Mitarbeiter unserer Zeitschrift hal 
der Tod unerwartet früh einen der Zukunfts 
reichsten von uns genommen. Dr. phil. Wal- 
ter Birnbaum, der am 9.April 1897 in 
/ıltau in Sachsen geboren war, in Leipzig und 
Göttingen studiert halte, promovierte 1922 in 
(‚öltingen Er war 1925/24 als wissenschaft- 
licher Mitarbeiter in der Turbinenfabrik der 
AEG in Berlin tätige. Zu Beginn des Jahres 
1925 trat er in die Göltinger aerodynamische 
Versuchsanstalt von Prof. Prandtl ein In 
(‚öttingen verschied er am 20. Februar ds. Js. 
\on seinen Arbeiten sind in dieser Zeitschrift 
die folgenden beiden erschienen Die tragende 
Wirbelfläche als Hilfsmiltel zur Behandlung 
des ebenen Problems der Tragflügeltheorie 
Bd.3 (1923). S. 290 bis 297 und Das ebene 
Problem des schlagenden Flügels«, Bd. 4 1921 
S.277 bis 292 Birnbaum veröffentlichte 
überdies eine Arbeit über den Schlagflügel- 
propeller in der Zeilschr. f. Flugtechnik und 
Motorluftschiffahrt 1924, und ebenda 1925 eine 
Untersuchung der Biegungsschwingungen von 
Schraubfedern; ferner in der Zeitschr. f. Techn. 
Physik 1924 oplische Untersuchungen des Span- 
nungszuslandes in Maschinenteilen und 1925 
eine Abhandlung über erzwungene Schwingun- 
ven biegsamer Stäbe 

Wir werden dem begabten Mitarbeiter, der 
sıch unter allen, die ihn kannten, nur Freunde 
erworben hat. stets ein treues Andenken be 
wahren 230 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. Hauptversammlung in 
Danzig. Es wird nochmals darauf hinge- 
wiesen, daß auf der Hauptversammlung in 
Danzig in erster Linie Fragen der praktischen 
IIydraulik behandelt werden sollen. Vortrags- 
anmeldungen aus diesem oder aus anderen 
(rebielen der angewandten Mathematik und 


\lechanik sind möglichst umgehend an den Vor 
sıtzenden, Prof. Prandt]|, Göttingen, oder an 
den Geschäftsführer, Prof. v. Mises, Berlin 
zu richten 30 
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Hydraulik-Tagung in Göttingen am 5. 
und 6. Juni 1925. Auf Anregung einiger 
Dozenten des Wasserkraltmaschinenbaues an 
deutschen Hochschulen veranstaltete der Verein 
deutscher Ingenieure am 5. und 6. Juni ds. Js. 
in Göltingen eine Besprechung über Fragen der 
Strömungslehre und der praktischen Hydraulik, 
zu der etwa zwanzig Fachleute eingeladen 
waren. Als Vertreter des VdI begrüßte Direktor 
Dr. Bauersfeld-Jena die Versammlung und 
übernahm den Vorsitz der ersten Sitzung. Zu- 
nächst berichtete Prof Prandtl- Göttingen 
über einige Ergebnisse der in seinem Institut 
durchgeführten Turbulenzforschungen, soweit 
sie für den Turbinenbau von Bedeulung sind 
Prof. Föttinger-Charlottenburg und Prof 
Thoma-München machten interessante Mit- 
teilungen über Kavitations- und Korrosions 
erscheinungen, die bekanntlich auf die Betriebs 
jähiekeit von Wasserturbinen und Schiflspro- 
pellern von entscheidendem Einfluß sind. Hier- 
an schloß sich eine eingehende Aussprache, 
an der sich fast alle Anwesenden beteiligten 
und die deutlich zum Ausdruck brachte, wie 
viel ungeklärte Fragen verschiedenster Richtung 
hier noch vorliegen. Prof. Spannhake-Karls- 
ruhe trug über ein von ihm gefundenes Ver- 
fahren. die Strömung an Kreiselrädern mit 
Hilfe der konformen Abbildung zu behandeln 
vor! 

Am Nachmiltage des 5. Juni besichtigten die 
leilnehmer der Tagung unter Führung von 
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Prof. Prandt!lund Dr. Betz das Universitäls 
institut für angewandte Mechanik, das aero 
dynamische Institut der Kaiser-Wilhelm-Gesell- 
schaft und das im Bau befindliche Kaiser-Wil 
helm-Institut für Strömunssforschung Kine 
sroße Zahl von interessanten Versuchsanord- 
nungen, u. a. ein Modell des Flettner-Rotors. 
waren aufgestellt und konnten den Besuchern 
vorgeführt werden 

In der zweiten Sitzung am 6. Juni unter Vor 
sitz von Geheimrat Prof. Reichel-Charlotten 
burg sprach Dr. Betz-Göllingen über die Be 
rechnung der Spaltverluste bei Turbinen nach 
den Grundsätzen der Prandtlschen Trag- 
Nlügeltheorie. Ein Vortrag von Prof. Flugel- 
Danzig galt der schätzungsweisen Berechnung 
der verschiedenen an Kreiselrädern auftretenden 
E.nergieverluste An den letzten Vortrag von 
Prof. Oesterlen-Hannover über die Unter 
suchung der Turbinen-Saugrohre schlossen sıch 
noch drei kürzere Mitteilungen außerhalb der 
Tagesordnung an. Die eine von Prof. Thoma 
München betraf die experimentelle Feststellung 
von zweı verschiedenen Ausflußzahlen an ein 


und derselben  Ausllußöflnung Dipl.-Ing. 
Schilhansl sprach über amerikanische Saug 
rohrversuche, Prol Pfileiderer- Braun 


schweig über den Einfluß des Schaufeldruckes 
bei Turbinen 

Der volle Wortlaut der “Vorträge und Aus 
sprachen wird in einem Bande, den der Val 
Verlag erscheinen läßt, veröffentlicht werden 
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Knickung von Schraubenfedern. 1. Zu 
dem in dieser Zeitschrift (Bd. 4, Heft 5, 8. 381 
u:3 erschienenen interessanten Aufsatz von 
Ilierrn Grammel möchten wir eine kurze er- 
soänzende Bemerkung machen. die dazu bei- 
tragen soll, einen von uns festgestellten Wider- 
spruch zwischen der entwickelten Theorie und 
dem Experimente zu beseiligen 

An einem einfachen, in unserem Labora- 
torium angelertigten Modell haben wir nämlich 
festgestellt, daß auch in dem Falle einer 


Spulenlänge X 6,7 (loc. eit. S. 386) bei einer 
spitzengelagerten Feder Knickung auftreten 
kann. Das Experiment wurde ursprünglich 
angestellt. weil die Formel (7 loc. cit. 8. 386 


ın Zweifel gezogen wurde, nach welcher sich 
zwei voneinander verschiedene Knicklasten 
ergeben, deren eine nicht sinngemäß erklärl 
werden konnte. Sollte trotzdem die Formel (7 
richtig sein. so müßte die Feder unter Druck- 
kräften P, und P,, die gleiche Differenz gegen- 
über den beiden Knicklasten ?x; und Pxy auf- 
weisen (P> - n= Pr ı — pP: Pa > P.ı) elei- 
che Stabilität haben. 

“s zeigte sich aber, daß diese Folgerung 
durch das Experiment nicht bestätigt wird 
so daß wir zu der Vermulung geführt wurden 

I) Der Vortrag wird in dieser Zeitschrift er- 
scheinen, 


daß die in der Rechnung vernachlässigt: 
Schubelastizität« der Feder eine beträchtliche 
Rolle spielen könnte 

In der Tat ist dies der Fall. wie aus der fol 


> 


senden kurzen Berechnung ersichtlich ist 

2. Nennt man die Steifiskeitszahlen der Feder 
oegen Biegung, Schub und Druck resp. © 3, 
und Yo, wenn die Feder ihre ursprüngliche 
l.änge I, hat, dagegen «, ), y, wenn sie bis zur 
länge 7 zusammengedrückt ist, so gilt, wenn 
man annimmt, daß der Knickvorgang dem 
jenigen eines Stabes ähnlich ist, unter Berück 
sichligung des Schubs, im Augenblicke der 
Knickung die Gleichung 


Py Py' Pla 
y" = — —+ oder y' y—=0 
a 3 ı—PIiB' 
4 Py" 
Der Term oıbt an. um wieviel die Krüm- 


3 
mung von den in den Querschnilten anwesen 
den Querkräften Py’ vergrößert wird 

Der kritische Wert der Druckkraft wird also 
für den Fall der spitzengelagerten Feder 1b 
stimmt durch 

Plu n? n se?/1? . 
= oder P = 
1— PB I 


Beachtet man. dab 


1+n°,1.alB 
ly-ao und ao ’ Bo 
die Feder wird sowohl gegen Biegung als 
gegen Schub um so elastischer, je mehr Win 


) 
\ 
| 
s 
i 
| 
| 


u nn nn nn un = 
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dungen pro Länge-Einheit vorhanden sind), S 
Iindet man 
Du tl a 
7 7 
1 +1“ l’.ao’Bo 


oder unler Berücksichtigung der Gleichung 


Pl 
A l 
70 
] 2 
on — ( I Ilo: a0 
Io 1 + a2. Au 50 
Führt man !% z als Hillsgröße eın, so € 


hält man als die Bedingungsseleichung fur Aus 
knieken 


07} 2 
: ’ Ag anf 7T“” 7T’ ao x 
2? — 2° + -3— —— =0 (A) 
Po 70 l- Io“ Po 
Mil 
1 iınr2m+Ii 1 unv® 
an F I m P0 E I 
l 2nr’nm+]NI ‘ m IR u 
ze . Ö n? s 
0 EI m m+1 lo 
n \nzahl der Wıindungen r Radius des 


/vlinders. auf welchen die Feder gewunden is! 








Abb. 


/ lıneares Trasheiismoment des Fed quer 
schnilles seht diese (leichung schließlich uber 
in: 


o 
t, 
IX 
N 
-. 
am 
A 
? 


Ö =(, (A). 


\an zeigt leicht. daß sie nur eine reelle, und 
zwar positive, Wurzel hat, indem man zuerst 
die Wurzeln um vermindert, also zur Gleı 


chung 


3m+?2 / 2 2 
l Be a 
3 + Ö nu 3 = T 2 Ö m (! 
tt k M 
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übergeht, und die Bedingung für das Auftreten 
zweier komplexer Wurzeln bei dieser Gleichung 
aulstellt. Man erhält als Bedingungsgleichung 


we Don . 


1) Ei 7 Le 
27 m 3 m“ 27 m! 


welche offensichtlich erfüllt ist. 


8 2 1 


\Wır gelangen also zu dem vorher erwähnten 
Krgebnis, dab (abgesehen vom  Aufeinander- 
liegen der Windungen stets Knickung aul- 
treten kann, und zwar bei einer Zusammen- 
drückung der Feder, welche bestimmt ist 
durch den reellen Wurzelwert z —=///, der Glei- 
chung (A) 

Das Diagramm, welches die Abhäneiskeit der 
Größe “von dem Verhältnis 

vol 
in Abb. 1 gezeichnet, ebenso wie dasjenige, das 
ın analoger Weise für den Fall der beiderseilig 
eingespannten Feder konstruiert werden kann 
Beide Fälle sind mit den Buchstaben a und b 
angedeutel 


liefert, ist 


Für beide Fälle haben wir einige Federn 
nachgeprüuft und kommen zu «einer sehr guten 











Uebereinstimmung mil den voraus berechneten 
Werten. unter der Beschrän\kunz aber, dad die 
Schlanknheit« Ze/r 
In dem entgegengesetzten Falle, d.h. 
also bei kurzen Federn. dürfte das Verhalten 
der Feder doch zuviel von demjenigen «eines 
Stabes abweichen. wie dies schließlich auch 
von vornherein zu erwarten ist. 507 


ledern eine nich! zu geringe 
aufweisen 


Deift C. B. Biezeno u. J. J. Koch 


(Die Zusehriit hat Hrn. R. Grammel vor der 


Veröffentlichung vorgelegen. Der Herausgeber.) 


(Redaktionsschluß 12. Juni 1925.) 
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